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Рассмотрены деформации в смектиках за рамками малоуглового приближения. Определены энергии
конфокальных и конических текстур.

PACS:

Энергия упругих деформаций смектика при ма-
лых отклонениях ориентации слоев от горизонталь-
ной плоскости (xy) равна ([1], (44,6)):

E =
A

2

∫ (
(∂zu)2 + (λ∆⊥u)2

)
dV, (1)

где u(r) смещение слоев вдоль вертикали (ось z),
∆⊥ = ∂2

x + ∂2
y , A > 0 – упругая постоянная, λ – пара-

метр длины. Гармоническое приближение (1), однако,
применимо лишь для весьма ограниченного круга за-
дач: тепловые флуктуации смектических слоев ([2],
§137), винтовая дислокация ([1], §45); точечный де-
фект (примесь) [3]; точечный источник момента сил,
линейное включение лежащее в смектическом слое [4].
Дело в том, что в смектиках зачастую существенны
нелинейные эффекты даже при сколь угодно малых
отклонениях ориентации слоев. Тогда упругие поля
соответствуют минимуму энергии ([1], (44,13))

E =
A

2

∫ ((
∂zu− (∂αu)2

2

)2

+ (λ∆⊥u)2
)

dV, (2)

где (∂αu)2 = (∂xu)2 + (∂yu)2. Примерами таких нели-
нейных задач являются: неустойчивость Хелфриша
при растяжении смектика ([1], задача к §44); крае-
вая дислокация [5, 6]; деформации в аномально боль-
шой области вокруг горизонтального цилиндрическо-
го включения радиуса R > 2λ [3]; однородный сдвиг,
вертикальное линейное включение с нарушенной сим-
метрией z → −z, элементарная ступень на базисной
грани смектика, линейное распределение момента сил
в базисной плоскости [4]; границы двойников [7]; то-
чечное и линейное распределения сил [8, 9].

В смектиках известны текстуры [10, 11] в которых
напряжения малы, а ориентация смектических слоев
меняется существенно. Тогда приближение малых уг-
лов (2) неприменимо. Поля деформаций в таких слу-

Рис.1 а) Цилиндрическая и сферическая текстуры, б)
соответствующие недеформированные состояния.

чаях следует определять в рамках общего приближе-
ния малых деформаций

E =
A

2

∫ {(
δa

a

)2

+ (λH)2 + βK
}

dV, (3)

где a – равновесное межслоевое расстояние, δa – от-
клонение межслоевого расстояния от a, H,K – сред-
няя и гауссова кривизны слоев, β материальная кон-
станта ∼ λ2. Приближение (3) верно, если все члены в
фигурных скобках малы. Член с гауссовой кривизной
отличается от члена со средней кривизной на полную
производную. Тем не менее, при вычислении энергии
текстур следует учитывать оба члена.

Состояние смектика полностью характеризуется
заданием профиля смектических слоев. Возможны
различные способы задания этого профиля. Рас-
смотрим, например, смектик помещенный между
двумя концентрическими цилиндрами радиусов
r2 > r1 À λ ∼ a. В случае, когда минимуму поверх-
ностной энергии соответствует параллельная стенкам
ориентация слоев, должна реализоваться текстура
представленная на Рис.1a.
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В первом приближении текстура представляет со-
бой набор концентрических слоев с одинаковым рас-
стоянием между ними. Эффект кривизны приводит к
слабому нарушению эквидистантности. Пусть данный
слой находится на расстоянии r + η(r) от центра, где
r – его радиус в исходном эквидистантном состоянии.
Энергия такой текстуры равна

E = πA

∫ r2

r1

(
η̇2 +

λ2

(r + η)2

)
rdr (4)

где η̇ = ∂rη. Уравнение механического равновесия в
данном случае принимает вид

η̈ +
η̇

r
+

λ2

(r + η)3
= 0. (5)

Без учета деформации стенок имеем граничные усло-
вия η(r1) = η(r2) = 0. Радиальное смещение слоев η

оказывается малым, и уравнение (5) сводится к

η̈ +
η̇

r
+

λ2

r3
= 0. (6)

Его общее решение есть

η = −λ2

r
+ C ln

r

b
,

где C и b – константы интегрирования. Учитывая гра-
ничные условия, находим

η = λ2

{
1
r1
− 1

r
+

(
1
r2
− 1

r1

)
ln(r/r1)
ln(r2/r1)

}
. (7)

Отклонения от равновесного межплоскостного рас-
стояния действительно малы, и при нахождении энер-
гии (4) можно положить η = 0, тогда

E = πAλ2 ln
r2

r1
. (8)

Эта энергия текстуры является платой за пропорци-
ональный площади поверхности выигрыш в энергии
контакта смектика со стенками. Если внутренний ци-
линдр отсутствует, то r1 ∼ a. Такой дефект представ-
ляет собой пример дисклинации в смектике.

В аналогичной задаче со сферической симметрией
удобно ввести радиальное смещение слоев. Используя
прежние обозначения, для энергии текстуры имеем

E = 2πA

∫ r2

r1

(
η̇2 +

s

(r + η)2

)
r2dr, (9)

где s = 4λ2 + β. Для сферы радиуса R :

H =
2
R

, K =
1

R2
.

Пренебрегая смещением η, найдем

E = 2πAs(r2 − r1). (10)

Для поля смещений нетрудно получить

η =
s

r

(
r − r1

r2 − r1
ln

r2

r1
− ln

r

r1

)
. (11)

В общем случае, так же как и в пределе малых
углов (1), теорию упругости смектиков можно сфор-
мулировать в терминах поля смещения u(r) относи-
тельно некоторого исходного эквидистантного плос-
кого состояния. Действительно, при однородном сжа-
тии вдоль оси z состояния с горизонтальными смек-
тическими слоями с равновесным периодом a, имеем
δa = a∂zu. Создавая далее однородную деформацию
∂xu, получим межплоскостное расстояние

a + δa = a(1 + ∂zu) cos ϕ,

где tg ϕ = ∂xu. При второй операции каждый слой по-
ворачивается на угол ϕ при неизменном расстоянии
между слоями по вертикали. Из стереометрии имеем

tg2 ϕ = (∂xu)2 + (∂yu)2 = (∂αu)2. (12)

Таким образом,

δa = {(1 + ∂zu) cos ϕ− 1} a. (13)

При такой параметризации профиля смектиче-
ских слоев рассмотренная выше цилиндрическая
текстура в исходном недеформированном состоянии
представляет собой два изолированных участка
(рис.1b, в сечении – трапеции). Поля смещений

u = −
√

z2 − x2 − z

для нижней трапеции (z < 0) и

u =
√

z2 − x2 − z

для верхней (z > 0). При этом края верхних и ниж-
них слоев сшиваются и получается текстура рис.1a.
Соответственно, для сферической текстуры имеем

u = ±
√

z2 − x2 − y2 − z.

Эти функции являются решениями уравнения
δa = 0 :

1 + ∂zu =
1

cos ϕ
=

√
1 + (∂xu)2 + (∂yu)2. (14)

Особенности рассмотренных выше цилиндриче-
ской и сферической текстур, а также опыт реше-
ния нелинейных задач малоуглового приближения,
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Рис.2 Аксиально симметричная коническая текстура.

указывают на стратегию решения задач за рамка-
ми малоуглового приближения. В первом приближе-
нии можно пренебречь эффектами кривизны, поло-
жив λ = 0. Тогда уравнение равновесия сводится к

∂α

{
(1 + ∂zu) cos3 ϕ [(1 + ∂zu) cos ϕ− 1] ∂αu

}−

−∂z

[
(1 + ∂zu) cos2 ϕ− cos ϕ

]
= 0. (15)

Это уравнение следует решать в областях сжатия
смектика (δa < 0). Области растяжения (δa > 0) от-
сутствуют в силу неустойчивости Хелфриша и в
остальных областях реализуется состояние с нулевым
напряжением (δa = 0). В основной части объема смек-
тика учет эффектов кривизны ∝ λ2 приводит к ма-
лым поправкам к профилю слоев. Эффекты кривиз-
ны, однако, существенны в двойниковых границах и
в корах дисклинаций.

По-видимому, при определенных граничных усло-
виях в равновесии должны возникать двойниковые
границы молекулярной толщины с немалыми углами
или некоторое распределение дислокаций [12].

Заметим, что, если ∂zu = ε, где ε положительная
постоянная, то, согласно уравнению (14),

cos ϕ =
1

(1 + ε)
.

Таким образом, возможно существование аксиально
симметричной текстуры u = r tg ϕ, представляющей
собой стопку смектические слоев имеющих форму ко-
нуса (Рис.2). Такая текстура должна возникать в со-
суде цилиндрической формы, если на стенках выгод-
на наклонная ориентация смектических слоев. Для
конуса

H = − sin ϕ

r
, K = 0.

Соответственно, энергия конической текстуры (кони-
ческой дисклинации) в первом приближении есть

E = πAλ2 sin2 ϕ ln
R

ã
, (16)

где R – радиус сосуда, ã ∼ a.
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