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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 äåêàáðÿ 2005 ã.

Ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà, îñíîâàííîãî íà ðàññìîòðåíèè

âñïîìîãàòåëüíûõ êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì. Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðå-

çóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óêàçûâàåò íà ðàñùåïëåíèå òî÷êè ïåðåõîäà Àíäåðñîíà â ïîëî-

ñó êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Ýòîò âûâîä èìååò íåçàâèñèìûå ïîäòâåðæäåíèÿ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-

òàõ [18; 20; 22]. Âîçìîæíîñòü âîçâðàòà ê îáùåïðèíÿòîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ñóùåñòâóåò, íî òðåáóåò ðà-

äèêàëüíî íîâîé èíòåðïðåòàöèè ïåðâè÷íûõ ÷èñëåííûõ äàííûõ.

PACS: 03.65.-w, 05.50.+q, 11.10.Hi, 71.23.An

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðà [1] ïðîâåäåí àíàëèç

ðàñïðîñòðàíåííîãî âàðèàíòà êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî

ñêåéëèíãà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ìèíèìàëü�

íîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ

êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì [2�5]. Ïîêàçàíî, ÷òî â

äâóìåðíîì (2D) ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà íå óäîâëåòâîðÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó

ñêåéëèíãó, ÷òî îçíà÷àåò íåñïðàâåäëèâîñòü îáû÷íîé

èíòåðïðåòàöèè ïåðâè÷íûõ ÷èñëåííûõ äàííûõ.

Â ÷àñòíîñòè, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ àâòîðîâ ðà�

áîò [3�5], â 2D-ñèñòåìàõ âîçìîæåí ïåðåõîä òèïà

Êîñòåðëèöà �Òàóëåñà ìåæäó ýêñïîíåíöèàëüíîé è

ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèåé [2].

Èñïîëüçóåìûé ïîäõîä îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè

âòîðûõ ìîìåíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçè�

îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, è â ýòîì îòíî�

øåíèè îí áëèçîê ê ïîäõîäó íåäàâíèõ ðàáîò [6, 7].

Îäíàêî ôîðìàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòèìè ðàáîòàìè

îãðàíè÷èâàþòñÿ èñõîäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (5),

òîãäà êàê îáîñíîâàíèå ìåòîäà è èíòåðïðåòàöèÿ ðå�

çóëüòàòîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû; ôàêòè÷åñêè ìû

íå ñîãëàñíû ñ áîëüøèíñòâîì óòâåðæäåíèé, ñäåëàí�

íûõ â ýòèõ ðàáîòàõ (ñì. îáñóæäåíèå â ðàçä. 5). Íèæå

ïðåäëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äëÿ ðàçìåð�

íîñòåé d > 2.

*E-mail: suslov@kapitza.ras.ru

Êðîìå ÿâíîé äåìîíñòðàöèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðå�

õîäà Àíäåðñîíà ïðè d > 2 (÷òî èìååò èçâåñòíûé

ôîðìàëüíûé èíòåðåñ, õîòÿ è íå ñîäåðæèò ôèçè÷å�

ñêîé íîâèçíû), èñïîëüçóåìûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê âû�

âîäó î âîçìîæíîñòè ¾ðàñùåïëåíèÿ¿ ïåðåõîäà Àí�

äåðñîíà. Ïðè èçìåíåíèè àìïëèòóäû W áåñïîðÿä�

êà èìåþòñÿ äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, Wc è Wc0: ïðè

W > Wc0 èìååòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ,

ïðè W <Wc � ìåòàëëè÷åñêàÿ ôàçà, òîãäà êàê â èí�

òåðâàëåWc < W < Wc0 èìååòñÿ ïîëîñà êðèòè÷åñêèõ

ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðèçóåìûõ ñòåïåííîé îãèáàþùåé

è ñèëüíûìè ôëóêòóàöèÿìè íà ëîêàëüíîì óðîâíå.

Òàêàÿ êàðòèíà èìååò ïðÿìûå ïîäòâåðæäåíèÿ â

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, íî ïðîòèâîðå÷èò ñóùå�

ñòâóþùèì òåîðåòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì. Âîçâðàò

ê îáùåïðèíÿòîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå âîçìîæåí, íî

òðåáóåòñÿ ðàäèêàëüíî íîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïåðâè÷�

íûõ ÷èñëåííûõ äàííûõ: íóæíî ïðèçíàòü, ÷òî îáùå�

ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ òî÷êè ïåðåõîäà Àíäåðñîíà ÿâëÿ�

þòñÿ ñèëüíî çàâûøåííûìè è ðåàëüíî ïåðåõîä ïðîèñ�

õîäèò ïðè çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëàáîì áåñïîðÿäêå.

2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÊÎØÈ

Îáñóæäàåìûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ðàññìîòðå�

íèè âñïîìîãàòåëüíûõ êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì: òàê,

âìåñòî áåñêîíå÷íîé 3D-ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ
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ñèñòåìà ñ ðàçìåðàìè L�L�Lz, ãäå Lz !1. Ðåøå�

íèå çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèîäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ

Øðåäèíãåðà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè

íà ëåâîì êîíöå, äîïóñêàåò ðàçáèåíèå [1]

 n(r?) = A1(n; r?) e

1n +

+A2(n; r?) e

2n + : : :+Am(n; r?) e


mn ; (1)

ãäå 
s � ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà (
1 > 
2 > : : : 
m > 0),

n � äèñêðåòíàÿ êîîðäèíàòà âäîëü ïðîäîëüíîé îñè

(â åäèíèöàõ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè), r? � ïîïåðå÷íàÿ

êîîðäèíàòà, As(n; r?) � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà 
s ñóùåñòâóþò â ñèëó òåîðå�

ìû Îñåëåäåöà [8] è ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî

ìåòîäîì òðàíñôåð-ìàòðèöû [2]. Ìèíèìàëüíûé ïî�

êàçàòåëü Ëÿïóíîâà 
min � 
m ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îöåíêè êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà �1D êâàçèîä�

íîìåðíîé ñèñòåìû (�1D � 1=
min), ÷òî ïîçâîëÿåò

ââåñòè ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð g = �1D=L, âîçðàñòà�

þùèé êàê ôóíêöèÿ L â ôàçå ñ äàëüíèì ïîðÿäêîì è

óáûâàþùèé â ôàçå ñ êîðîòêîäåéñòâèåì [1, 2].

Ñðåäíåå çíà÷åíèå h n(r?) i âíóòðè ðàçðåøåííîé
çîíû íå èìååò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðîñòà [1], à äëÿ

âòîðûõ ìîìåíòîâ ñïðàâåäëèâî ðàçáèåíèå, àíàëîãè÷�

íîå (1),

h 2n(r?) i = B1(r?) e
�1n +

+B2(r?) e
�2n + : : :+Bm(r?) e

�mn; (2)

ñ òåì æå ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé �s.

Êàê ïîäðîáíî îáñóæäàëîñü ðàíåå [1], ïîêàçàòåëè �s
äàþò ñòðîãóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ 
s (�s � 2
s),

òîãäà êàê â òèïè÷íîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè ñïðà�

âåäëèâî ïîðÿäêîâîå ðàâåíñòâî �s � 
s. Ïîñëåäíåå

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ bs . as äëÿ ïàðàìåòðîâ as
è bs, âõîäÿùèõ â ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñ�

ïðåäåëåíèå [1], êîòîðîå ïîäòâåðæäàåòñÿ äîñòóïíû�

ìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñëàáîãî [9] è

ñèëüíîãî [10] áåñïîðÿäêà è ðàçíîîáðàçíûì ÷èñëåí�

íûì ñ÷åòîì [11]. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ðàçáèåíèÿ

(2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ

î ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé 
s è ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ íà

èõ ïîâåäåíèå.

Ðàññìîòðèì d-ìåðíóþ ìîäåëü Àíäåðñîíà, îïèñû�

âàåìóþ äèñêðåòíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

 n+1;m +  n�1;m +
X
i

 n;m+ei +

+ Vn;m n;m = E n;m ; (3)

ãäå ìû âûäåëèëè ïðîäîëüíóþ êîîðäèíàòó n; m �

âåêòîðíûé íîìåð óçëà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè,

ei � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå èç óçëà m

ê áëèæàéøèì ñîñåäÿì â ïëîñêîñòè n = const. Ââåäÿ

íàáîð ïàðíûõ êîððåëÿòîðîâ

xm;m0(n) � h n;m n;m0 i ;
ym;m0(n) � h n;m n�1;m0 i ;
zm;m0(n) � h n�1;m n;m0 i ;

(4)

íåòðóäíî ïîëó÷èòü äëÿ íèõ çàìêíóòóþ ñèñòåìó ðàç�

íîñòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïðè E = 0 èìååò âèä

(ïîäðîáíåå ñì. [1])

xm;m0(n+ 1) =W 2Æm;m0xm;m0(n) +

+
X
ij

xm+ei;m0+ej (n) + xm;m0(n� 1) +

+
X
i

ym+ei;m0(n) +
X
j

zm;m0+ej (n);

ym;m0(n+ 1) = �
X
i

xm+ei;m0(n)� zm;m0(n);

zm;m0(n+ 1) = �
X
j

xm;m0+ej (n)� ym;m0(n):

(5)

Âåëè÷èíû Vn;m ñ÷èòàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñè�

ìûìè, ïðè÷åì

hVn;m i = 0 ; hVn;mVn0;m0 i =W 2Ænn0Æmm0 : (6)

Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò n ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü�

íîé,

xm;m0(n) = xm;m0e�n ; ym;m0(n) = ym;m0e�n ;

zm;m0(n) = zm;m0e�n ;
(7)

è ïîñëå ôîðìàëüíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

xm;m0 � ~xm;m0�m � ~xm;l è ò. ä. (8)

ïîëó÷èì, îïóñêàÿ òèëüäû,

(e� � e��)xm;l =W 2Æl;0xm;l +

+
X
ij

xm+ei;l+ej�ei +

+
X
i

ym+ei;l�ei +
X
j

zm;l+ej ;

e� ym;l = �
X
i

xm+ei;l�ei � zm;l;

e� zm;l = �
X
j

xm;l+ej � ym;l:

(9)

Êîýôôèöèåíòû íå çàâèñÿò îò m, è ïîòîìó çàâèñè�

ìîñòü ðåøåíèÿ îò m ýêñïîíåíöèàëüíà,

xm;l = xl e
ip�m è ò. ä.; (10)
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ãäå ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p =

= (p1; p2; : : : ; pd�1) îïðåäåëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè,

 n;m+Lei =  n;m, è äëÿ êàæäîãî pi ðàâíû 2�s=L,

s = 0; 1; : : : ; L � 1. Èñïîëüçóÿ (10) è èñêëþ÷àÿ

ym;l è zm;l èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (9), ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ

X
ij

xm+ei+ej

h
2 ch� e�ip�ei � e�ip�(ei+ej ) � 1

i
+

+ 2W 2 sh� Æm;0 xm = 4 sh2� xm ; (11)

îïèñûâàþùåìó òî÷å÷íûé äåôåêò â (d � 1)-ìåðíîì

áëîêå ðàçìåðà Ld�1 c ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè xm+Lei = xm. Óðàâíåíèå (11) ìîæíî ïå�

ðåïèñàòü â âèäåX
m0

Jm0 xm+m0 + V Æm;0 xm = E xm (12)

è ðåøèòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [12, 13]. Ââîäÿ ôóíê�

öèþ Ãðèíà Gm;m0 è ñïåêòð �(k) íåâîçìóùåííîé ñè�

ñòåìû (V = 0),X
m0

(E Æm;m0 � Jm0�m)Gm0;m00 = Æm;m00 ; (13)

Gm;m0(E) =
1

N

X
k

eik�(m�m0)

E � �(k)
;

�(k) =
X
m

Jme
ik�m

(14)

(N � ïîëíîå ÷èñëî àòîìîâ), èç óðàâíåíèÿ (12) ïîëó�

÷èì xm = Gm;0V x0, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ñàìîñîãëà�

ñîâàíèÿ 1 = V G0;0 îïðåäåëÿåò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ;

äëÿ (11) ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

1 =W 2I(�;p) ; (15)

I(�;p) =
2 sh�

Ld�1

X
k

�
4 sh2 � + �20(k) + �20(k� p) �

�2 ch� �0(k) �0(k� p)]�1 ; (16)

ãäå �0(k) � îáû÷íûé ñïåêòð ñèëüíîé ñâÿçè ñî âçàè�

ìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

�0(k) =

d�1X
i=1

2 cos ki : (17)

Ñóììèðîâàíèå â (16) ïðîâîäèòñÿ ïî ðàçðåøåííûì

çíà÷åíèÿì èìïóëüñà k, êîòîðûå èìåþò âèä 2�s=L,

s = 0; 1; : : :L � 1 äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû. Óðàâ�

íåíèå (15) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå � äëÿ êàæäîãî èç

Ld�1 ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé p, ïîýòîìó ÷èñëî ïîëî�

æèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé �s ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîëî�

æèòåëüíûõ 
s äëÿ òîé æå çàäà÷è.

Ïðè d = 2 âûðàæåíèå äëÿ I(�;p) ïðèíèìàåò âèä

I(�;p) =
sh�

2(ch� � cos p)

1

L
�

�
X
k

1

ch� � cos(2 k � p)
=

cth(�L=2)

2(ch� � cos p)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [1]; ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè íå÷åòíûõ L ñ èñïîëüçîâà�

íèåì ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà.

3. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÑÀÌÎÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÈß

Çàâèñèìîñòè I(�;p) îò � ïðè ôèêñèðîâàííûõ

çíà÷åíèÿõ p ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Îïèøåì îñíîâíûå

ýòàïû èññëåäîâàíèÿ (15), (16), ïðèâîäÿùèå ê ýòîé

êàðòèíå.

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ �. Â ëîêàëèçîâàííîé ôàçå

íèæíÿÿ ãðàíèöà �s ñïåêòðà íå äîõîäèò äî íóëÿ; â

ïðåäåëå L ! 1 è ïîñòîÿííîì � â óðàâíåíèè (16)

ìîæíî ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

ïî ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà,

0 �c3 �c2 �c1 �

Ic

Ic

�

I(�; p)

1=L

I(�; p)

0

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè I(�;p) îò � ïðè ðàçëè÷íûõ p

â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè (íà âñòàâêå òî æå ñ

ó÷åòîì äèñêðåòíîñòè ñóììû â (16))
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I(�;p) =

= 2 sh�

Z
dd�1k

(2�)d�1
�
4 sh2 � + �20(k) + �20(k� p)�

� 2 ch� �0(k) �0(k� p)]�1 : (18)

Äëÿ áîëüøèõ �, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ñïåêòðà �0(k),

íåòðóäíî ïîëó÷èòü

I(�;p) =
1

2 sh�
+

�0(p)

4 sh2 �
+ : : : (19)

Ïðè � ! 1 âåñü ïó÷îê êðèâûõ äëÿ ðàçíûõ p ñæè�

ìàåòñÿ â îäíó êðèâóþ (ðèñ. 1); ïðè óìåíüøåíèè � îí

ðàñøèðÿåòñÿ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïó÷êà ñîîòâåòñòâóåò

p = 0, íèæíÿÿ � p =G=2, ãäåG � âåêòîð îáðàòíîé

ðåøåòêè âèäà

G = (2�; 2�; : : : ; 2�) : (20)

Âåðõíÿÿ ÷àñòü ïó÷êà. Ñäåëàåì ñäâèã k! k+p=2

â èíòåãðàëå (18). Òîãäà ïîâåäåíèå êðèâûõ íà ðèñ. 1 â

âåðõíåé ÷àñòè ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ ìàëûõ

k, â êîòîðîé èíòåãðàë èìååò âèä

I(�;p) = 2 sh�

Z
dd�1k

(2�)d�1
1

� +
X
ij

aijkikj
; (21)

ãäå

� = 4 sh2 � + [2� 2 ch�] �20(p=2);

aij = (4 ch� � 4) �0

�p
2

�
cos(pi=2) Æij +

+ 8 ch� sin
�pi
2

�
sin
�pj
2

�
: (22)

Äëÿ âåêòîðà p âíóòðè ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà

(jpij < �) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè�

òåëüíî îïðåäåëåííîé. Âåëè÷èíà � ïîëîæèòåëüíà

ïðè áîëüøèõ �, à ïðè � ! 0 èìååò âèä

� = �2
�
4� �20(p=2)

�
: (23)

Ïðè óñëîâèè j�0(p=2)j � 2 (êîòîðîå âñåãäà âûïîëíå�

íî ïðè d = 2) âåëè÷èíà � îñòàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé

äëÿ âñåõ �. Åñëè æå p òàêîâî, ÷òî j�0(p=2)j > 2, òî

ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå �c, ïðè êîòîðîì �

ìåíÿåò çíàê.

Ïðè � � 1 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

k aij k â (21) ïîðÿäêà åäèíèöû è èíòåãðàë èìååò

ïðè ìàëûõ � ñèíãóëÿðíîñòü �(d�3)=2 (ñ ëîãàðèôìè�

÷åñêèì âåòâëåíèåì ïðè íå÷åòíûõ d), êîòîðàÿ äåëà�

åò åãî êîìïëåêñíûì ïðè � < 0; ïîýòîìó ïðè � < 0

óðàâíåíèå (15) íå èìååò ðåøåíèé, à ñîîòâåòñòâóþ�

ùàÿ êðèâàÿ èñ÷åçàåò ñ ðèñ. 1. Ïðè d � 3 èíòåãðàë

(21) ðàñõîäèòñÿ ïðè �! 0 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðè�

âàÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü; ïðè d > 3 èíòåãðàë

(21) êîíå÷åí, íî óõîä êðèâûõ íà áåñêîíå÷íîñòü ñî�

õðàíÿåòñÿ ââèäó ðàñõîäèìîñòè äèñêðåòíîé ñóììû â

(16) èç-çà ÷ëåíà ñ k = 0. Ïðè ìàëûõ � êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà â (21) ñâîäèòñÿ ê âåëè÷èíå (k � v)2, ãäå v �

âåêòîð ñêîðîñòè ñ êîìïîíåíòàìè vi = �2 sin(pi=2) è
èíòåãðàë (21) ðàñõîäèòñÿ êàê ��1=2 äëÿ ïðîèçâîëü�

íîé ðàçìåðíîñòè d.

Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî êðèâûå â âåðõíåé ÷àñòè

ïó÷êà íà ðèñ. 1, ñîîòâåòñòâóþùèå äîñòàòî÷íî ìàëûì

p (äëÿ êîòîðûõ j�0(p=2)j > 2), îäíà çà äðóãîé óõî�

äÿò íà áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êàõ �c1; �c2; �c3; : : : , òî�

ãäà êàê äî � = 0 äîõîäÿò ëèøü êðèâûå, ñîîòâåòñòâó�

þùèå óñëîâèþ j�0(p=2)j < 2.

Íèæíÿÿ ÷àñòü ïó÷êà. Ïðè áîëüøèõ � íèæíÿÿ

êðèâàÿ ïó÷êà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ p =G=2 (ñì.

(20)), äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå (18) ïðèíèìàåò âèä

I

�
�;
G

2

�
= 2 sh�

Z
N(�)d�

4 sh2 � + (2 + 2ch�)�2
; (24)

ãäå N(�) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñïåêòðó �0(k). Ïðè ìàëûõ � èìååì

I

�
�;
G

2

�
=
�

2

Z
N(�)d�

�2 + �2
� �

2
N(0) : (25)

Äëÿ d � 4 êðèâàÿ ñ p =G=2 îñòàåòñÿ ñàìîé íèæ�

íåé1) ïðè âñåõ �. Äëÿ d = 3 ýòî íå òàê: äâó�

ìåðíûé ñïåêòð �0(k) ñèëüíîé ñâÿçè ïðèâîäèò ê

âàí-õîâîâñêîé îñîáåííîñòè N(�) / ln(1=j�j) â öåíòðå
çîíû, è I(�;G=2) ðàñõîäèòñÿ êàê ln(1=�) ïðè � ! 0;

ïîýòîìó êðèâàÿ ñ p = G=2 çàâåäîìî íå îñòàåòñÿ ñà�

ìîé íèæíåé2) ïðè ìàëûõ �.

Ìàëûå çíà÷åíèÿ �. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàë (18)

êîíå÷åí â ïðåäåëå � ! 0 è ïðè ìàëûõ � èìååò âèä

I(�;p) =

(
I(0;p)�A(p)�2 ; d = 3;

I(0;p)�A(p)� ; d � 4;
(26)

ò. å. òèïè÷íûå êðèâûå èìåþò ëèíåéíóþ èëè ïàðàáî�

ëè÷åñêóþ ôîðìó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäñòàâèì â

(18) ÿâíûé âèä ñïåêòðà �0(k) è, ïîëàãàÿ pi = �+2qi,

ïîëó÷èì ïðè ìàëûõ �

I(�;p) =
�

2

Z
dd�1k

(2�)d�1
�
(2ai cos ki)

2 + �2 �

� �1 + (ai cos ki)
2 � (b sin ki)

2
�	�1

; (27)

1) Ïðîâåðåíî ÷èñëåííî äëÿ d = 4; 5; 6.
2) Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ó÷èòûâàëîñü â ðàáî�

òàõ [6, 7], ÷òî ïðèâåëî èõ àâòîðîâ ê âûâîäó î íóëåâîì çíà÷å�
íèè êðèòè÷åñêîãî áåñïîðÿäêà äëÿ E = 0 è d = 3 (ñì. ðàçä. 5).
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ãäå ai = cos qi, bi = sin qi è ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí�

äåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì èí�

òåãðàë ïî îäíîé èç êîìïîíåíò âåêòîðà k, íàïðèìåð

kx. Ñîãëàñíî (27), îí èìååò ñòðóêòóðó

�

�Z
��

dkx
�
(cos kx � �)2+

+ �2
�
A cos2 kx +B cos kx + C sin kx +D

�	�1
(28)

è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòå�

ãðèðîâàíèÿ. Ïîëàãàÿ z = exp(ikx), ñâåäåì åãî ê âèäó

�

Z
jzj=1

dz

z

(�
z + z�1

2
� �

�2

+

� �2
�
A
(z + z�1)2

4
+ : : :

�)�1

=

Z
jzj=1

z dz

P4(z)
; (29)

ãäå P4(z) � ïîëèíîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî z, äâà

êîðíÿ êîòîðîãî (z1; z2) ëåæàò âíóòðè êðóãà jzj < 1,

à äâà êîðíÿ (z3; z4) � âíå åãî. Ïðè � ! 0 êîðíè

ïîïàðíî ñëèâàþòñÿ, à ïðè ìàëûõ � ìîãóò áûòü ïà�

ðàìåòðèçîâàíû â âèäå

z1 = z0 � a� + b�2 ; z2 = z�0 � a1� + b1�
2;

z3 = z0 + a� + b�2 ; z4 = z�0 + a1� + b1�
2 :

(30)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî j�j < 1. Ïîäñòàíîâêà â âûðà�

æåíèå (29) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò êîíå÷åí ïðè

� ! 0, à ïîïðàâêà O(�) ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîêðàùà�

åòñÿ; ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿ (28) çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå

�

�Z
��

dkx
(cos kx � �)2 + �2f2(cos kx; sin kx)

=

=
�p
1��2

"
1

f
�
�;
p
1��2 �+ 1

f
�
�;�p1��2 �

#
+

+O(�2) : (31)

Ïðè j�j > 1 ïåðâûé ÷ëåí â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ

(28) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà�

æåíèå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ðàçëîæåíî ïî �:

�

�Z
��

dkx
(cos kx � �)2 + �2f2(cos kx; sin kx)

=

= �
2��

(�2 � 1)3=2
+O(�3) : (32)

Ïðè d = 3 óñëîâèå j�j < 1 âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü,

ïðîâîäÿ ñíà÷àëà èíòåãðèðîâàíèå ïî kx èëè ky; ïîýòî�

ìó ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò (31), ñòðóêòóðà êîòîðîãî

íå ìåíÿåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îñòàâøåéñÿ ïå�

ðåìåííîé è ñîîòâåòñòâóåò (26). Íåòðóäíî ÿâíî íàéòè

çíà÷åíèå p, äëÿ êîòîðîãî èíòåãðàë I(�;p) ìèíèìà�

ëåí ïðè � ! 0. Äëÿ p = (�; �� 2q) ïîñëå èíòåãðèðî�

âàíèÿ ïî kx, ñîãëàñíî (31), ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë

I(0;p) =
1

8�
�

�
�Z

��

dkyp
1� cos2 q cos2 ky

q
1� sin2 q sin2 ky

; (33)

äëÿ êîòîðîãî íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñèììåòðèþ îòíî�

ñèòåëüíî çàìåíû q íà �=2� q. Èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ

ïðè q ! 0 è q ! �=2, òîãäà êàê ïðè q = �=4 îí èìååò

ìèíèìóì

Ic = min
p
I(0;p) =

2

3�
K

�
1

3

�
=

= 0:3432 : : : (d = 3) ; (34)

ãäå K(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë. Ðàñ�

ñìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ p = (� � qx; �=2 � qy) ñ ìàëû�

ìè qx è qy, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (34) ðåàëèçó�

åò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïî îáåèì ïåðåìåííûì, qx è

qy. ×èñëåííûì èññëåäîâàíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ýòîò ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì.

Ïðè d � 4 ïàðàìåòð � â (28) ìîæåò áûòü ïî ìîäó�

ëþ êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå åäèíèöû â çàâèñèìî�

ñòè îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðî�

âàíèÿ; ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé âûðà�

æåíèé (31) è (32), è ëèíåéíûé ÷ëåí ïî � îêàçûâàåòñÿ

êîíå÷íûì â ñîîòâåòñòâèè ñ (26). Ýòî íåòðóäíî ïðîäå�

ìîíñòðèðîâàòü ÿâíî, ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèå (27) ïî

ñõåìå

I(�;p) =
�

2

Z
dd�1k

(2�)d�1
1

(2ai cos ki)
2
+ �2

=

=
�

2

1Z
�1

d�

�2 + �2

Z
dd�1k

(2�)d�1
Æ

 
��

d�1X
i=1

2ai cos ki

!
=

=
�

2

1Z
�1

d�

�2 + �2

1Z
�1

dt

2�

Z
dd�1k

(2�)d�1
�

� exp

 
it�� it

d�1X
i=1

2ai cos ki

!
=

=
1

4

1Z
0

dt e��t=2
Y
i

J0(2ait) ; (35)
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ãäå J0(t) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Ìû îïóñòèëè â (27)

ñóììû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ: ïåðâàÿ èç íèõ îãðà�

íè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé ïîðÿäêà �, âòîðàÿ íåñóùå�

ñòâåííà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ qi, ïðåäñòàâëÿþùèõ

îñíîâíîé èíòåðåñ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî I(0;p)

èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè q = 0 (ò. å. ïðè

p = G=2 â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå), çíà�

÷åíèå â êîòîðîì

Ic =
1

4

1Z
0

dt [J0(t)]
d�1

=

=

8><
>:

0:2241 : : : ; d = 4;

0:2256 : : : ; d = 5;

0:1884 : : : ; d = 6:

(36)

Ðàçëîæåíèå (35) ïî � ïîêàçûâàåò êîíå÷íîñòü ëèíåé�

íîé ïîïðàâêè ê Ic â ñîãëàñèè ñ (26)
3).

Îáëàñòü ìàëûõ âåëè÷èí � ïðè êîíå÷íûõ çíà÷å�

íèÿõ L. Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè êîíå÷íûå � ïðè

L ! 1, êîãäà ñóììó â âûðàæåíèè (16) ìîæíî çà�

ìåíèòü èíòåãðàëîì (ôàêòè÷åñêè ýòî âîçìîæíî ïðè

� � 1=L). Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè âåëè÷èíà L êî�

íå÷íà, à � ïðîèçâîëüíî ìàëà; âûðàæåíèå (16) ïðè

ýòîì ñâîäèòñÿ ê âèäó

I(�;p) =
2�

Ld�1

X
k

n
[�0(k)� �0(k� p)]2+

+�2 [4� �0(k)�0(k � p)]
o�1

: (37)

Ïðè íå÷åòíûõ L äëÿ êàæäîãî ðàçðåøåííîãî çíà�

÷åíèÿ p ìîæíî íàéòè òàêîå k = k�, ÷òî ðàç�

íîñòü �0(k) � �0(k � p) ñòðîãî ðàâíà íóëþ4): ýòî

k� = (p + g)=2, ãäå g � îäèí èç âåêòîðîâ îáðàò�

íîé ðåøåòêè (ó÷èòûâàåì, ÷òî �0(k) = �0(�k),
�0(k + g) = �0(k) ). Ïðè � ! 0 ñ ýòèì çíà÷åíèåì

k ñâÿçàí ñèíãóëÿðíûé âêëàä, êîòîðûé åñòåñòâåííî

âûäåëèòü èç ñóììû (37):

I(�;p) =
2

�Ld�1
1

4� �20(k
�)

+ Ireg(�;p) ; (38)

ãäå �2(k�) � �2(p=2) äëÿ çíà÷åíèé p, ëåæàùèõ

âíóòðè ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà. Ïîýòîìó êðèâûå,

èìåâøèå â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè êîíå÷íûé

3) Ïðè ai = 1 èìååòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòü ïðè
d = 5, òàê ÷òî I(�;G=2) � I(0;G=2) � � ln�.

4) Ïðè ÷åòíûõ L ýòî âîçìîæíî íå äëÿ âñåõ ðàçðåøåííûõ
çíà÷åíèé p. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé
�s, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ 
s,
è èìåþòñÿ òðóäíîñòè â ñîïîñòàâëåíèè ðàçáèåíèé (1) è (2).
Ïîýòîìó ÷åòíûå çíà÷åíèÿ L ìû íå èñïîëüçóåì.

Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî áåñïîðÿäêà äëÿ ðàçëè÷íûõ

ðàçìåðíîñòåé d â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Vn;m

d Wc Wc0

3 5.91 16.5

4 7.32 34

5 7.29 �
6 7.98 �

ïðåäåë ïðè � ! 0 (äëÿ íèõ 4 � �20(p=2) > 0),

â äåéñòâèòåëüíîñòè çàãèáàþòñÿ ââåðõ (ïîñêîëüêó

4� �2(k�) > 0) è óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü (ñì. âñòàâ�

êó íà ðèñ. 1).

4. ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ Ñ ×ÈÑËÅÍÍÛÌÈ
ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ È ÎÁÙÈÉ ÀÍÀËÈÇ

ÑÈÒÓÀÖÈÈ

Ñøèâêà âûðàæåíèé (26) è (38) ïðè � � 1=L ïî�

êàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà Ireg(�;p) áëèçêà ê âåëè÷èíå

I(0;p), ïîëó÷åííîé â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Äëÿ ìèíèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �min, âõîäÿùåãî â

(2), ðåçóëüòàòû (24), (26) è (38) îïðåäåëÿþò åãî çàâè�

ñèìîñòü îò W âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì óçêîé îêðåñò�

íîñòè òî÷êè Wc = 1=
p
Ic, êîòîðàÿ óìåíüøàåòñÿ ïðè

óâåëè÷åíèè L. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �min ! const äëÿ

W > Wc è �min / 1=Ld�1 äëÿ W < Wc â ïðåäå�

ëå L ! 1. Ñ÷èòàÿ ìèíèìàëüíûå ïîêàçàòåëè �min

è 
min âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêà, ìîæíî îöåíèòü

êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ �1D êâàçèîäíîìåðíîé ñè�

ñòåìû êàê 1=�min è ââåñòè ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð

g = �1D=L. Òîãäà

g �
(

Ld�2 ; W < Wc;

1=L ; W > Wc;
(39)

÷òî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ìåòàëëè÷åñêîé ôà�

çû ïðè W < Wc è ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè

ïðè W > Wc (ñì. îáñóæäåíèå â ðàáîòå [1]).

Îäíàêî ïðè d > 2 èìåþòñÿ óêàçàíèÿ íà íàðó�

øåíèå ïðåäïîëîæåííîãî ñîîòíîøåíèÿ �min � 
min:

ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì [2�4; 14; 15], îáðà�

ùåíèå 
min â íóëü (ïðè L =1) ïðîèñõîäèò â òî÷êå

Wc0, îòëè÷íîé îò Wc (ðèñ. 2à), êîòîðàÿ è ïðèíèìà�

åòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ çà òî÷êó ïåðåõîäà Àíäåðñî�

íà5). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ Wc = 1=
p
Ic,

5) ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ d = 5; 6 äîêëàäûâàëèñü íà
êîíôåðåíöèè [16], íî îñòàëèñü íåîïóáëèêîâàííûìè.
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Wc W

W

d


min

�min

1

3

�min; 
min

à

á

Wc0

2

3

4

2

Wc Wc0

Ðèñ. 2. à) Çàâèñèìîñòè �min è 
min îò W ïðè

L = 1. á ) Çàâèñèìîñòè Wc è Wc0 îò ðàçìåðíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà d â ïðåäïîëîæåíèè èõ íåïðåðûâ-

íîñòè. Îáëàñòè 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò ýêñïîíåíöè-

àëüíîé ëîêàëèçàöèè, ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèè è ìå-

òàëëè÷åñêîé ôàçå

ñëåäóþùèå èç (34), (35), è çíà÷åíèÿ Wc0, ïîëó÷åí�

íûå â ðàáîòàõ [2�4; 14; 15]: îíè ïðèâîäÿòñÿ äëÿ âåëè�

÷èíû ~W = W
p
12 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî îáû÷íî

äëÿ Vn;m ïðèíèìàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîå ðàñïðåäåëå�

íèå øèðèíû ~W , äëÿ êîòîðîãî hV 2
n;m i = ~W 2=12. Îá�

ñóäèì âîçìîæíûå èíòåðïðåòàöèè âîçíèêàþùåé ñè�

òóàöèè.

4.1. Âîçìîæíîñòü ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ

ñîñòîÿíèé

Íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, ÷òî îáëàñòü W < Wc

ñîîòâåòñòâóåò ìåòàëëè÷åñêîé ôàçå, à îáëàñòü

W > Wc0 � ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè. Èíòåð�

ïðåòàöèÿ îáëàñòè Wc < W < Wc0 íåîäíîçíà÷íà6).

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ÷èñòî îäíîìåðíóþ ñèñòå�

6) Èç àíàëèçà, ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå [1] ÿñíî, ÷òî â òî÷�
êàõ Wc0 è Wc ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå â íóëü ñîîòâåòñòâåííî
ïàðàìåòðîâ a è b, âõîäÿùèõ â ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó îáå ýòè òî÷êè èìåþò ðåàëüíûé ôè�
çè÷åñêèé ñìûñë.

à

á

Ðèñ. 3. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (à) è ïîñòðîåííàÿ

ïî Ìîòòó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ 1D-ñèñòåìû (á ) â

ñèòóàöèè 
 = 0, � > 0

ìó, äëÿ êîòîðîé òèïè÷íîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè è åãî ïåðâûå äâà ìîìåíòà èìåþò ïîâåäåíèå

 n � e
n ; h n i � 1 ; h 2n i � e�n : (40)

Åñëè � > 0, à 
 = 0, òî  n íå èìååò ñèñòåìàòè÷åñêîãî

ðîñòà, íî ñîäåðæèò ðåäêèå âûáðîñû âñå âîçðàñòàþ�

ùåé àìïëèòóäû (ðèñ. 3à). Ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííîé

ôóíêöèè îäíîìåðíîé ñèñòåìû ïóòåì ñøèâêè äâóõ

ðåøåíèé òèïà (40), ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ äâóõ ïðî�

òèâîïîëîæíûõ êîíöîâ ñèñòåìû, ïðèâîäèò ê âûâîäó

î ñóùåñòâîâàíèè êàê äåëîêàëèçîâàííîé êîìïîíåí�

òû, òàê è ëîêàëèçîâàííîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç

îòäåëüíûõ âñïëåñêîâ (ðèñ. 3á ). Ïðîñòåéøàÿ èíòåð�

ïðåòàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäíûì ñîñòîÿíèåì, ò. å. ñóïåðïîçèöèåé

ëîêàëèçîâàííîé è äåëîêàëèçîâàííîé ôóíêöèé [1].

Âîçìîæíà, îäíàêî, è äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Îá�

ðàùåíèå 
 â íóëü îçíà÷àåò ëèøü îòñóòñòâèå ýêñïî�

íåíöèàëüíîãî ðîñòà è íå èñêëþ÷àåò äëÿ òèïè÷íîãî

çíà÷åíèÿ  n âîçìîæíîñòè áîëåå ìåäëåííîãî (ñòåïåí�

íîãî) ðîñòà. ×òî êàñàåòñÿ îãèáàþùåé ëîêàëèçîâàí�

íîé êîìïîíåíòû, òî åå ôîðìà çàâèñèò îò ñòàòèñòè�

êè âñïëåñêîâ è ìîæåò áûòü êàê ýêñïîíåíöèàëüíîé,

òàê è ñòåïåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âñïëåñêè ïðî�

èñõîäÿò â òî÷êàõ xn, èìåþò øèðèíó �n è ñëó÷àé�

íóþ âûñîòó ïîðÿäêà hn; òîãäà ãèñòîãðàììà ðàñïðå�

äåëåíèÿ P ( n) ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ øèðèíû

hn è âûñîòû �n=xn. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà  n
íå èìåëà ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðîñòà, åå ðàñïðåäåëåíèå

P ( n) äîëæíî áûòü íîðìèðóåìûì, òàê ÷òî âåëè÷èíà

�n = hn�n=xn óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì 1=n. Äèñïåðñèÿ

æå h3n�n=xn � �nh
2
n ðàñòåò êàê e�n è ñòåïåííàÿ îãè�

áàþùàÿ hn � x�n âîçìîæíà ïðè
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xn �
�
e�n

�n

�1=2�

; �n � �n

�
e�n

�n

�(1��)=2�

;

hn �
�
e�n

�n

�1=2

:

(41)

Òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèÿ 
 = 0, � > 0 ìîæåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñî ñòåïåí�

íûì ïîâåäåíèåì îãèáàþùåé è ñèëüíûìè ôëóêòóà�

öèÿìè íà ëîêàëüíîì óðîâíå; òàêèå ñâîéñòâà øèðî�

êî îáñóæäàþòñÿ äëÿ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

êðèòè÷åñêîé òî÷êå [17]. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàùåíèå

â íóëü âåëè÷èí �min è 
min â ðàçíûõ òî÷êàõ (ñì.

ðèñ. 2à) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñóùåñòâîâàíèþ ïðè

Wc < W < Wc0 öåëîé ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿ�

íèé. Òàêàÿ êàðòèíà õîðîøî ñøèâàåòñÿ ñ ñèòóàöèåé

ïðè d = 2, îáñóæäàâøåéñÿ ðàíåå [1]: â ïðåäåëå d! 2

òî÷êà Wc îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñîîòâåòñòâèè ñ îòñóò�

ñòâèåì ïðè d = 2 ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû, òîãäà êàê

òî÷êà Wc0 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ñó�

ùåñòâîâàíèåì ïåðåõîäà òèïà Êîñòåðëèöà �Òàóëåñà

ìåæäó ýêñïîíåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèåé

(ñì. ðèñ. 2á )7).

Ïåðåéäåì ê ñîïîñòàâëåíèþ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëü�

òàòàìè. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé è

ïðåòåíçèè îòäåëüíûõ àâòîðîâ íà âûñîêóþ òî÷íîñòü

îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåõîäà, èìååòñÿ î÷åíü ìàëî ðà�

áîò, â êîòîðûõ ïåðåõîä Àíäåðñîíà îòñëåæèâàåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî ïî èçìåíåíèþ õàðàêòåðà âîëíîâûõ

ôóíêöèé. Ôàêòè÷åñêè íà÷èíàÿ ñ 1981 ã. ïî÷òè âñå

ðàáîòû èñïîëüçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé ñêåéëèíã

è îñíîâàíû íà èçó÷åíèè âåëè÷èí, èìåþùèõ äîâîëü�

íî êîñâåííîå îòíîøåíèå ê ïåðåõîäó Àíäåðñîíà.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëîñû íåîáû÷íûõ ñîñòîÿíèé

ïðè 5 < W < 15 (ñð. ñ òàáëèöåé) äëÿ 3D-ðåøåòêè

òèïà àëìàçà îòìå÷àëîñü åùå â ðàííåé ðàáîòå Ýä�

âàðäñà è Òàóëåñà [18]. Ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð g,

õàðàêòåðèçóþùèé ðåàêöèþ íà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

(â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå � ïàðàìåòð Òàóëåñà

èëè áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ [19]), ïðàêòè÷åñêè

íå çàâèñåë äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé îò ðàçìåðà ñèñòåìû

â îòëè÷èå îò îæèäàåìîãî ðîñòà â ìåòàëëè÷åñêîé

ôàçå è óáûâàíèÿ â ëîêàëèçîâàííîé (ðèñ. 4). Â

äàëüíåéøåì Ëàñò è Òàóëåñ [20] èíòåðïðåòèðîâàëè

ýòè ñîñòîÿíèÿ â òåðìèíàõ ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèè.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

ïîäòâåðæäàåòñÿ è èññëåäîâàíèåì ¾îòíîøåíèÿ ó÷à�

ñòèÿ¿ (participation ratio)

7) Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ ïî-ðàçíîìó ïðîÿâ�
ëÿåòñÿ â êîíå÷íî-ðàçìåðíîì ñêåéëèíãå ïðè d = 2 è d > 2:
â ïåðâîì ñëó÷àå êàê �min � 
min � 1=L, âî âòîðîì � êàê
�min � 1, 
min ! 0 ïðè L!1.

5 10 15 20

5

10

15

W

g

Ðèñ. 4. Ïàðàìåòð g, õàðàêòåðèçóþùèé âëèÿíèå ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, â çàâèñèìîñòè îò W äëÿ ðàçëè÷-

íûõ L [18]: L = 2 (�); L = 4 (Æ); L = 6 (4)

P =

 X
n

j nj2
!2

X
n

j nj4
: (42)

Äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû â ôîðìå êóáà ñî ñòîðîíîé L

âåëè÷èíà P âåäåò ñåáÿ êàê Ld äëÿ ñîñòîÿíèé áëî�

õîâñêîãî òèïà è êàê L0 äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿ�

íèé. Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå îæèäàåòñÿ ïîâåäåíèå Ld
�

â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóùåñòâîâàíèåì ôðàêòàëüíîé ðàç�

ìåðíîñòè d� [21]; òàêîå æå ïîâåäåíèå äîëæíî áûòü â

ëîêàëèçîâàííîé è ìåòàëëè÷åñêîé ôàçàõ íà ìàñøòà�

áå L . �, êîãäà ñèñòåìà íåîòëè÷èìà îò êðèòè÷åñêîé.

Îæèäàåìîå ïîâåäåíèå âåëè÷èíû P â äâîéíîì ëîãà�

ðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5à.

Ðåàëüíî îáíàðóæåííîå ïîâåäåíèå [22] íàõîäèò�

ñÿ â ðåçêîì ïðîòèâîðå÷èè ñ ðèñ. 5à: äëÿ âñåõ

W íàáëþäàåòñÿ ñòåïåííîå ïîâåäåíèå P / L� ñ

ïîêàçàòåëåì �, çàâèñÿùèì îò ñòåïåíè áåñïîðÿäêà

(ðèñ. 5á ). Îäíàêî òàêîå ïîâåäåíèå ïðåêðàñíî îáú�

ÿñíÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ ñî�

ñòîÿíèé. Ñîãëàñíî òàáëèöå, òðè âåðõíèå êðèâûå

íà ðèñ. 5á ñ W = 2:7; 3:9; 5:5 ñîîòâåòñòâóþò îá�

ëàñòè W < Wc, è èõ íàêëîí â ïðåäåëàõ òî÷íî�

ñòè íå îòëè÷àåòñÿ îò çàâèñèìîñòè P / Ld ñ åâ�

êëèäîâîé ðàçìåðíîñòüþ d. Îñòàëüíûå êðèâûå äëÿ

W = 7:8; 10:9; 12:3; 13:9; 15:6; 17:5; 19:6 ñîîòâåòñòâó�

þò îáëàñòèWc < W < Wc0 (èñïîëüçîâàëîñü ãàóññîâî

ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãîWc0 = 21), è èõ ïîâåäå�

íèå îòâå÷àåò çàâèñèìîñòè P / Ld
�

, â êîòîðîé ôðàê�
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lnP

ln L
ξ

à á

P

W = 2.7

W = 19.6

200 400 800

8

16

32

64

128

256

P ∝ L0

W = Wc

P ∝ Ld∗

P ∝ Ld

W < Wc

W > Wc

N = L3

Ðèñ. 5. à) Îæèäàåìîå ïîâåäåíèå îòíîøåíèÿ ó÷àñòèÿ P â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìû äëÿ ðàçëè÷íûõW . á ) ×èñ-

ëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [22]: êðèâûå ñâåðõó âíèç ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì W = 2:7, 3:9, 5:5, 7:8, 10:9, 12:3, 13:9,

15:6, 17:5, 19:6 äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè Àíäåðñîíà ñ ãàóññîâûì áåñïîðÿäêîì. Øòðèõîâàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó

P / Ld

òàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü d� âíóòðè ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ

ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò ñòåïåíè áåñïîðÿäêà.

4.2. Âîçìîæíîñòè âîçâðàòà ê îáùåïðèíÿòîé

êàðòèíå

Åñëè ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå êàðòèíà ïðàâèëüíà,

òî òåîðèÿ ëîêàëèçàöèè ïîïàäàåò â òÿæåëîå ïîëî�

æåíèå: âîçìîæíîñòü ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿ�

íèé íå ïðåäñêàçûâàåòñÿ íè îäíèì èç ñóùåñòâóþ�

ùèõ âàðèàíòîâ òåîðèè. Åäèíñòâåííîå îïòèìèñòè�

÷åñêîå ñîîáðàæåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîêàçà�

òåëü �min (è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Wc) îïðåäåëÿþò�

ñÿ ëèøü ïåðâûìè äâóìÿ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Vnm (ñì. (6)), òîãäà êàê ïîêàçàòåëü 
min ÷óâñòâè�

òåëåí êî âñåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (V ): íàïðè�

ìåð, çíà÷åíèÿ Wc0 ðàçëè÷íû äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî è

ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèé. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîä�

áîðîì ôóíêöèè P (V ) òî÷êó Wc0 ìîæíî ïîíèçèòü

òàê, ÷òî îíà ñîâïàäåò ñ Wc (âîçìîæíîñòü Wc0 < Wc

èñêëþ÷àåòñÿ íåðàâåíñòâîì �min � 2
min [1]). Òîãäà

ñóùåñòâóþùèå òåîðèè (íàïðèìåð, [21; 23; 24]) îïèñû�

âàþò ñèòóàöèþ Wc0 = Wc è äàþò íåêîòîðîå íóëå�

âîå ïðèáëèæåíèå ê îáùåìó ñëó÷àþ8): áëèæàéøåé çà�

8) Òî÷êà ïåðåõîäà íå âû÷èñëÿåòñÿ ñêîëüêî-íèáóäü íàäåæíî
íè â îäíîé èç èìåþùèõñÿ òåîðèé; îíà ëèáî ââîäèòñÿ ôåíî�
ìåíîëîãè÷åñêè, ëèáî îöåíèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðóáûõ
àïïðîêñèìàöèé.

äà÷åé òåîðèè ñëåäóåò ñ÷èòàòü âûÿñíåíèå ìåõàíèçìà

ðàñùåïëåíèÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êè ïåðåõîäà â ïîëî�

ñó êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ âîç�

ìîæíîñòü õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ñèòóàöèåé ïðè d = 2

(ñì. ðèñ. 2á ), ãäå ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå ïå�

ðåõîäà òèïà Êîñòåðëèöà �Òàóëåñà çàâèñèò îò êîí�

êðåòíîé ìîäåëè [1].

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âîçìîæíîñòè âîçâðàòà ê îá�

ùåïðèíÿòîé êàðòèíå ÿâëÿþòñÿ áîëåå øèðîêèìè, íî

òðåáóþò ðàäèêàëüíî íîâîé èíòåðïðåòàöèè ÷èñëåí�

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûé ñ÷åò íå

äåìîíñòðèðóåò íåïîñðåäñòâåííî èñ÷åçíîâåíèÿ 
min

ïðè W < Wc0 â ïðåäåëå L ! 1; ýòîò âûâîä äå�

ëàåòñÿ íà îñíîâå èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ â ðàì�

êàõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà (â ïðåäïîëîæå�

íèè, ÷òî ïàðàìåòð g = 1=
minL ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè�

åé ëèøü îòíîøåíèÿ L=�). Ñîãëàñíî ðàáîòå [1], ìè�

íèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé

ñêåéëèíãîâîé ïåðåìåííîé è íå óäîâëåòâîðÿåò îäíî�

ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñêåéëèíãó: òåì ñàìûì ñìûñë òî÷�

êè Wc0 ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíî ñîìíèòåëüíûì. Ðåàëü�

íàÿ ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, òàê êàê âûäåëåí�

íîñòü òî÷êè Wc0 ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íå

òîëüêî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, íî è ìíîãèõ äðóãèõ

âåëè÷èí [25]. Îäíàêî è ýòîìó ìîæíî íàéòè îáúÿñíå�

íèå.

Åñòåñòâåííûì ñêåéëèíãîâûì ïàðàìåòðîì â òåî�

ðèè ëîêàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð Òàóëåñà g [19],
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2 1

3
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5

W = Wc0

W = Wc

W = Wc

1

2

3

4
5

6

W = Wc0

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà Òàóëåñà g îò ðàç-

ìåðà ñèñòåìû L ïðè d = 3 (à), d > 4 (á ),

d = 4� � (â)

äëÿ êîòîðîãî ïîñòóëèðóåòñÿ óðàâíåíèå Ãåëë-Ìàí-

íà �Ëîó
d ln g

d lnL
= �(g) : (43)

Ïðè íàëè÷èè íåïîäâèæíîé òî÷êè g� (òàêîé, ÷òî

�(g�) = 0) òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè g(L) èìåþò âèä,

ïîêàçàííûé íà ðèñ. 6à: ïàðàìåòð Òàóëåñà ÿâëÿåò�

ñÿ ïîñòîÿííûì â òî÷êå ïåðåõîäà (êðèâàÿ 1 ) è ñòðå�

ìèòñÿ ê íóëþ èëè ê áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî

â ëîêàëèçîâàííîé è ìåòàëëè÷åñêîé ôàçàõ (êðèâûå

2, 3 ). Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d

óðàâíåíèå (43) íàðóøàåòñÿ, èç-çà òîãî ÷òî îäèí èç

íåñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ (íàçîâåì åãî h) ñòàíî�

âèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè äîñòèæåíèè âåðõíåé êðè�

òè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè dc2 [26]. Ïîýòîìó â îêðåñòíî�

ñòè ðàçìåðíîñòè dc2 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óðàâíå�

íèÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà

d ln g

d lnL
= �(g; h) ;

d lnh

d lnL
= 
(g; h) ; (44)

êîòîðûå, ñîãëàñíî ðàáîòå [26], ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

d ln g

d lnL
= (d� 2) + ~�

�g
h

�
;

d lnh

d lnL
= (d� dc2) +

b

h
;

(45)

ãäå dc2 = 4 [27], b > 0. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé

(45) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè d � 4 ïàðàìåòð Òàóëåñà

g íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì â òî÷êå ïåðåõîäà, à ðàñ�

òåò êàê Ld�4 ïðè d > 4 èëè ëîãàðèôìè÷åñêè ïðè

d = 4 (ðèñ. 6á, êðèâàÿ 1 ); â ìåòàëëè÷åñêîé ôàçå

ðîñò áîëåå ñèëüíûé, êàê Ld�2 (êðèâàÿ 2 ), òîãäà êàê

â ëîêàëèçîâàííîé ôàçå âáëèçè ïåðåõîäà íàáëþäàåò�

ñÿ âîçâðàòíîå ïîâåäåíèå (êðèâàÿ 3 ). Â ãëóáèíå ëî�

êàëèçîâàííîé ôàçû ïàðàìåòð g ìîíîòîííî óáûâàåò

(êðèâàÿ 5 ), ÷òî ïî íåïðåðûâíîñòè îçíà÷àåò ñóùå�

ñòâîâàíèå êðèâîé 4, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëè�

çèòåëüíîìó ïîñòîÿíñòâó g â îáëàñòè ìàëûõ L. Çíà÷å�

íèå gc0, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîé ÷àñòè êðèâîé 4,

áóäåò ïðèíèìàòüñÿ çà êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ïðè ôîð�

ìàëüíîé îáðàáîòêå â ðàìêàõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî

ñêåéëèíãà.

Ñèòóàöèÿ äëÿ d = 4� � õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷è�
åì áîëüøîãî ìàñøòàáà

L0 / exp(const=�) (46)

(ðèñ. 6â), êàê è â îáû÷íîé òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâ�

ëåíèé [28]. Ïðè L � L0 ñïðàâåäëèâ îäíîïàðàìåò�

ðè÷åñêèé ñêåéëèíã â îêðåñòíîñòè g � g� (ñð. êðè�

âûå 1, 2, 3 íà ðèñ. 6â è ðèñ. 6à), òîãäà êàê ïðè

L � L0 âîçíèêàåò ôèêòèâíûé îäíîïàðàìåòðè÷å�

ñêèé ñêåéëèíã â îêðåñòíîñòè gc0 (êðèâûå 4, 5, 6 ).

Òî÷êè g� è gc0 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîðíÿìè

óðàâíåíèé �(g; h�) = 0 è �(g; h0) = 0, ãäå h� = b=� �

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h ïðè L!1 (ñóùå�

ñòâóþùåå ñîãëàñíî âòîðîìó óðàâíåíèþ (45)), h0 �

åãî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå îñòàåòñÿ ïðèáëè�

çèòåëüíî ïîñòîÿííûì ïðè L � L0. Ñóùåñòâîâàíèå

áîëüøîãî ìàñøòàáà L0 âîçìîæíî è ïðè d = 3, åñ�

ëè çíà÷åíèå êîíñòàíòû â (46) ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî

åäèíèö.

Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ôîðìàëüíàÿ îáðàáîòêà

çàâèñèìîñòè g(L) ïðè ìàëûõ L â ðàìêàõ îäíîïà�

ðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà íåèçáåæíî ïðèâîäèò ïðè
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d � 4 è d = 4� � (à âîçìîæíî, è ïðè d = 3) ê âûÿâ�

ëåíèþ ôèêòèâíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè gc0, êîòîðàÿ

áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ âî âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ;

ôàêòè÷åñêè æå òî÷êà gc0 (êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò àì�

ïëèòóäà Wc0 áåñïîðÿäêà) ëåæèò â ãëóáèíå ëîêàëè�

çîâàííîé ôàçû. Èíòåðâàë Wc < W < Wc0 ñîîòâåò�

ñòâóåò âîçâðàòíîìó ïîâåäåíèþ ïàðàìåòðà Òàóëåñà:

ýòî îòðàæàåòñÿ íà ïîâåäåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,

íî íå ìåíÿåò èõ ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè. Ñ

ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, îòëè÷èå Wc0 îò Wc â òàáëèöå ÿâ�

ëÿåòñÿ àðòåôàêòîì, ñâÿçàííûì ñ íåäîñòàòî÷íî áîëü�

øèì ðàçìåðîì ñèñòåìû ïðè d = 3 è ïðèíöèïèàëüíîé

íåïðèìåíèìîñòüþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà

ïðè d � 4. Ñîîòâåòñòâåííî è ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâ�

ëåííûå íà ðèñ. 4 è ðèñ. 5á, íå èìåþò ãëóáîêîãî ñìûñ�

ëà è îòðàæàþò ïåðåõîäíîå ïîâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ

ðåëàêñàöèåé ïàðàìåòðà h ê åãî ïðåäåëüíîìó çíà÷å�

íèþ h�.

Çàìåòèì, ÷òî íåïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå òî÷êè

ïåðåõîäà (gc0 âìåñòî g
�) ïðèâåäåò ê íåïðàâèëüíîìó

îïðåäåëåíèþ êðèòè÷åñêîãî èíäåêñà � êîððåëÿöèîí�

íîãî ðàäèóñà, êîòîðûé (ïðè d < 4) áóäåò îïðåäå�

ëÿòüñÿ ïðîèçâîäíîé �0g(gc0; h0), à íå �0g(g
�; h�), êàê

ïîëîæåíî. Âîçìîæíî, ýòî ðàçðåøàåò ïðîòèâîðå÷èÿ

ìåæäó àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè è ÷èñëåííûì

ñ÷åòîì, îáñóæäàâøèåñÿ àâòîðîì ðàíåå [1; 29].

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàí ñïåêòð ïîêàçàòå�

ëåé �s, îïèñûâàþùèõ ðîñò âòîðûõ ìîìåíòîâ ðåøå�

íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèîäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ

Øðåäèíãåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ïîêàçà�

òåëü �min îáðàùàåòñÿ â íóëü (äëÿ L = 1) â òî÷êå

Wc, îòëè÷íîé îò òîé, êîòîðàÿ ïðèíèìàåòñÿ çà òî÷�

êó ïåðåõîäà Àíäåðñîíà Wc0 íà îñíîâàíèè ÷èñëåííî�

ãî ñ÷åòà. Åñëè íå ïîäâåðãàòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ñ÷åòà ñîìíåíèþ, òî îáå òî÷êè èìåþò ðåàëüíûé ôè�

çè÷åñêèé ñìûñë è ñîîòâåòñòâóþò îáðàùåíèþ â íóëü

ïàðàìåòðîâ a è b, âõîäÿùèõ â ëîãàðèôìè÷åñêè íîð�

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå [1] äëÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â

(1). Îáëàñòü Wc < W < Wc0 åñòåñòâåííî èíòåðïðå�

òèðîâàòü êàê ïîëîñó êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñî ñòå�

ïåííûì ïîâåäåíèåì îãèáàþùåé è ñèëüíûìè ôëóê-

òóàöèÿìè íà ëîêàëüíîì óðîâíå. Ýòà âîçìîæíîñòü

èìååò ïðÿìûå ïîäòâåðæäåíèÿ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðè�

ìåíòàõ, íî íå îáúÿñíÿåòñÿ ñóùåñòâóþùèìè òåîðè�

ÿìè. Â ÷àñòíîñòè, îíà íå îïèñûâàåòñÿ òåîðèåé îä�

íîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà [19], ÷òî äåëàåò âíó�

òðåííå ïðîòèâîðå÷èâîé èíòåðïðåòàöèþ ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå

òî÷êè Wc0.

Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ñèòóàöèè æåëàòåëüíî ïðîäîë�

æèòü ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 5á, â îá�

ëàñòü áîëüøèõ L: ýòî òåõíè÷åñêè âîçìîæíî, òàê êàê

â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ñè�

ñòåì â 5�10 ðàç áîëüøåãî ðàçìåðà, íî, ê ñîæàëåíèþ,

òîëüêî äëÿ âåëè÷èíû áåñïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùå�

ãî òî÷êå Wc0 [30]. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ëèáî îñòàâÿò

íåèçìåííîé êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó, ïðåäñòàâëåííóþ

íà ðèñ. 5á (÷òî áóäåò ñåðüåçíûì àðãóìåíòîì â ïîëü�

çó ïîëîñû êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé), ëèáî ýòà êàðòèíà

íà÷íåò èçìåíÿòüñÿ â ñòîðîíó ðèñ. 5à, ÷òî ñ íåèçáåæ�

íîñòüþ ïðèâåäåò ê âûÿâëåíèþ áîëüøîãî ìàñøòàáà

L0, îáñóæäàâøåãîñÿ â ðàçä. 4. Â ëþáîì ñëó÷àå íîâàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâíîãî ìàññèâà ÷èñëåííûõ ýêñïå�

ðèìåíòîâ îêàæåòñÿ íåèçáåæíîé.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì ñîîòâåòñòâèå ðàáîòû [1] è

íàñòîÿùåé ðàáîòû ñ íåäàâíèìè ïóáëèêàöèÿìè [6, 7].

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ýêâèâàëåíòíà ïðåä�

ñòàâëåííîé â ðàáîòàõ [6, 7], ãäå, îäíàêî, íå èñïîëüçó�

åòñÿ ïåðåìåííàÿ zm;m0(n), à åå ðîëü èãðàåò ym0;m(n).

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò çàêîí÷åí�

íîé ðàçíîñòíîé ôîðìû è íå ìîæåò áûòü ðåøåíà

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ íàõîæäåíèåì âñåãî ñïåê�

òðà ïîêàçàòåëåé �s. Ïîýòîìó â [6, 7] èñïîëüçóåò�

ñÿ Z-ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå íàéòè ðåøåíèå

ëèøü â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå L!1 è ñ ïðè�

ìåíåíèåì ñîìíèòåëüíîé ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïî

òðàíñëÿöèÿì â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Â îáùåì

ñëó÷àå òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ ïî

m íå èìååò ìåñòà (ñì. (10)) è óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà,

ïî-âèäèìîìó, óñòðàíÿåò âñå �s, êðîìå òåõ, êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì p = 0 è p = G=2 (åñëè ýô�

ôåêòèâíî â ðåçóëüòàòû ðàáîò [6, 7] âõîäÿò êâàäðà�

òû ïåðåìåííûõ xm;m0). Ïî-âèäèìîìó, â ýòîì ñîñòî�

èò ïðîèñõîæäåíèå íóëåâîãî êðèòè÷åñêîãî áåñïîðÿä�

êà äëÿ d = 3. Ê ñ÷àñòüþ äëÿ àâòîðîâ ðàáîò [6, 7],

óñëîâèå p = G=2 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó ïîêà�

çàòåëþ �min äëÿ d = 2 è d � 4, ÷òî ïîçâîëèëî èì ïðà�

âèëüíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ �00, ñîîò�

âåòñòâóþùèå íàøèìWc. ×òî êàñàåòñÿ âòîðîé îñîáîé

òî÷êè �0 äëÿ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé, òî íà óðîâíå

ñïåêòðà �s ìû íå âèäèì äëÿ íåå íèêàêèõ îñíîâà�

íèé: ïî-âèäèìîìó, èñïîëüçóåìàÿ â [6, 7] ôóíêöèÿ

ôèëüòðà H(z) èìååò íå òîëüêî ïîëþñû, ñîîòâåòñòâó�

þùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì òðàíñôåð-ìàòðèöû,

íî è äðóãèå ñèíãóëÿðíîñòè, íå èìåþùèå ôèçè÷åñêî�

ãî ñìûñëà. Ñîîòâåòñòâåííî, ìû íå âèäèì îñíîâàíèé

äëÿ âûäåëåííîñòè ðàçìåðíîñòè d = 6, êîòîðàÿ íèêàê

íå ïðîÿâëÿåòñÿ â òî÷íîì òåîðåòèêî-ïîëåâîì ïîäõî�

äå [27].
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Èçëîæåíèå â ðàáîòàõ [6, 7] âåäåòñÿ íà ðàäèîòåõ�

íè÷åñêîì ÿçûêå (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèé

î ñèãíàëàõ, ôèëüòðàõ è ïð.) è íå èìååò ïðÿìîé

ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì Àíäåðñîíà. Ïðåæäåâðåìåííûé

ïåðåõîä ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó íå ïîçâî�

ëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ

èäåîëîãèþ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà: â ÷àñò�

íîñòè, ïåðåõîä â 2D-ñëó÷àå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà (÷òî ïðîòèâîðå÷èò âñåé èìåþ�

ùåéñÿ èíôîðìàöèè), à íå êàê ïåðåõîä òèïà Êîñòåð-

ëèöà �Òàóëåñà. Àíàëîãè÷íî, ñîîáðàæåíèÿ î âîçìîæ�

íîñòè íåýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè íà ïåðâûé

âçãëÿä áëèçêè ê íàøèì, íî ôàêòè÷åñêè íå èìåþò

íè÷åãî îáùåãî. Äàëåå, â îòëè÷èå îò [6, 7], ìû íå ïðè�

äàåì ïîêàçàòåëÿì �s òîãî æå ñòàòóñà, êàê ñòàíäàðò�

íûì ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâà 
s: ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ

ñàìîóñðåäíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè è çàâåäîìî èìå�

þò áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Ôàêòè÷åñêè

äëÿ âñåõ îòâåòñòâåííûõ óòâåðæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ

ëèøü íåðàâåíñòâî �s � 2
s è ñâÿçü �s ñ ïàðàìåò�

ðàìè ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

[1]; ïîðÿäêîâîå ñîîòíîøåíèå �s � 
s èñïîëüçóåòñÿ

ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ è ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà îíî íå ïðîòèâîðå÷èò ÷èñëåííîìó ñ÷åòó. Íà�

êîíåö, ìû íå ñ÷èòàåì çàâåäîìî ïðàâèëüíûìè îá�

ùåïðèíÿòûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñâÿçè ìèíèìàëüíîãî

ïîêàçàòåëÿ 
min ñ ïåðåõîäîì Àíäåðñîíà: íà íàø

âçãëÿä, â îáùåì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ �1D
îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîêàçàòåëåì 
eff [1],

÷òî ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü êàê íà ïîëîæåíèå

òî÷êè ïåðåõîäà, òàê è íà êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
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