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ÎÖÅÍÊÀ Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂÈÇ ÒÅÎ�ÅÒÈÊÎ-ÏÎËÅÂÎÉ �ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÛ:ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÌÛÑË ¾ÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ¿À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 äåêàáðÿ 2007 ã.Ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ îöåíêà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû íà îñíîâå íîâîãîìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. �åçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ öåíòðàëüíûìè çíà÷å-íèÿìè Ëå �èéî è Çèíí-Æþñòåíà (òàê íàçûâàåìûìè ñòàíäàðòíûìè çíà÷åíèÿìè), íî èìåþò ìåíüøóþíåîïðåäåëåííîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî îáû÷íûå òåîðåòèêî-ïîëåâûå îöåíêè íåÿâíî ïðåäïîëàãàþò ïðåäåëüíóþãëàäêîñòü êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå îòêðûòî äëÿ îáñóæäåíèÿ ââèäó ñóùå-ñòâîâàíèÿ îñöèëëèðóþùåãî âêëàäà â êîý��èöèåíòíûå �óíêöèè. Ïðàâèëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîñëåäíåãîíåîáõîäèìà êàê äëÿ îöåíêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé ñòàíäàðòíûõ çíà÷åíèé, òàê è äëÿ äàëüíåéøåãîóâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè.PACS: 11.10.Kk, 11.15.Pg, 11.15.Me, 64.60.F-, 75.10.Hk1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍàèáîëåå îáîñíîâàííûì òåîðåòè÷åñêèì ïîäõî�äîì ê âû÷èñëåíèþ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿìåòîä òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû [1℄. Îí îñíî�âàí íà òîì, ÷òî �àçîâûå ïåðåõîäû îïèñûâàþòñÿ ý���åêòèâíîé òåîðèåé '4 ñ äåéñòâèåìSf'g = Z ddx�12(r')2 + 12m2'2 + 14g'4� ; (1)ãäå ' � n-êîìïîíåíòíûé âåêòîð ïîëÿ, d � ðàçìåð�íîñòü ïðîñòðàíñòâà, g � êîíñòàíòà ñâÿçè. Óñëîâèåïåðåíîðìèðóåìîñòè òåîðèè âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåìÊàëëàíà �Ñèìàí÷èêà� �� lnm + �(g) ��g +�L� N2 � �(g)� L�2(g)��� �L;N = 0 (2)(�L;N � âåðøèíà ñ N âíåøíèìè ëèíèÿìè ïîëÿ 'è L âíåøíèìè ëèíèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ), â êîòîðîåâõîäÿò ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè �(g), �(g) è �2(g).Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà g� ðåíîðìãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿêàê íåòðèâèàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ �(g) = 0, ïî�ñëå ÷åãî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû � è �, à òàêæå èíäåêñ*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

! ïîïðàâêè ê ñêåéëèíãó îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ�ìè � = �(g�); ��1 = 2� �(g�) + �2(g�);! = �0(g�); (3)à îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ñ ïîìîùüþ èçâåñò�íûõ ñîîòíîøåíèé [2℄. �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè�(g), �(g), �2(g) îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìèïî g, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû íåñêîëüêî ïåðâûõ êîý���èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ è àñèìïòîòèêà âûñîêèõ ïî�ðÿäêîâ, âû÷èñëÿåìàÿ ìåòîäîì Ëèïàòîâà [3, 4℄. Ââè�äó �àêòîðèàëüíîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ äëÿ èõ ñóì�ìèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõìåòîäîâ.Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïëàíèðîâàëîñü ñ öåëüþñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè êðèòè÷åñêèõèíäåêñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ðàáîòà�ìè [5�7℄ íà îñíîâå íîâîãî ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ðàñ�õîäÿùèõñÿ ðÿäîâ [8℄. Äåéñòâèòåëüíî, óäàëîñü óìåíü�øèòü â íåñêîëüêî ðàç ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòîâ, àãëàâíîå � ñäåëàòü ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íîé åå îöåí�êó. Òåì íå ìåíåå îïòèìèñòè÷åñêèå ïðîãíîçû [8, 9℄ ïîïîâûøåíèþ òî÷íîñòè íå îïðàâäàëèñü � îáíàðóæè�ëèñü ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè, êîòîðûå îáñóæäà�þòñÿ íèæå.1277



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ìå�òîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è îáîñ�íîâûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïîâûøå�íèÿ òî÷íîñòè. Â ðàçä. 3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû¾åñòåñòâåííîãî¿ ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïðàêòè÷å�ñêè ñîâïàäàþò ñ öåíòðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ðàáî�òû [6℄ (òàê íàçûâàåìûìè ñòàíäàðòíûìè çíà÷åíèÿ�ìè), íî èìåþò ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü. Â ðàçä. 4 ïðî�âîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ñ äðóãèìè èñòî÷íèêàìè èí��îðìàöèè î êðèòè÷åñêèõ èíäåêñàõ. Â ðàçä. 5 îáñóæ-äàåòñÿ ïðîáëåìà îñöèëëèðóþùåãî âêëàäà â êîý��è�öèåíòíûå �óíêöèè, êîòîðàÿ ïðåïÿòñòâóåò äàëüíåé�øåìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè è ìîæåò ÿâëÿòüñÿ èñ�òî÷íèêîì ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, ïðèñóùèõ ñòàí�äàðòíûì çíà÷åíèÿì.2. ÌÅÒÎÄÛ ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈß �ßÄÎÂ ÄËß�ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÎÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÏóñòü äàí ñòåïåííîé ðÿäW (g) = 1XN=N0WN (�g)N ; (4)êîý��èöèåíòû êîòîðîãî èìåþò �àêòîðèàëüíóþàñèìïòîòèêó âèäà 
 aN�(N + b), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿîáû÷íûì ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ëèïàòîâà[9℄. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÁîðåëÿW (g) = 1Z0 dx e�xxb0�1B(gx);B(z) = 1XN=N0BN (�z)N ;BN = WN�(N + b0) (5)
(b0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íà�õîæäåíèþ áîðåëåâñêîãî îáðàçàB(z), êîòîðûé àíàëè�òè÷åí â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ñ ðàçðåçîì îò�1=aäî �1 [10℄ (ðèñ. 1à). �ÿä äëÿ B(z) ñõîäèòñÿ â êðóãåjzj < 1=a è äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (5) òðå�áóåòñÿ åãî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå çà ïðåäåëûêðóãà. Ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû îïðåäåëÿåòîñíîâíîå ðàçëè÷èå îáñóæäàåìûõ íèæå ìåòîäîâ.2.1. Ìåòîä Ïàäå �ÁîðåëÿÏðîñòåéøèé ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå�íèÿ îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ïàäå-àïïðîêñèìàíò [5℄:

�óíêöèÿ B(z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòíîøåíèåì ïîëè�íîìîâ PM (z)=QL(z) ñòåïåíåé M è L, êîý��èöè�åíòû êîòîðûõ ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû âîñïðîèçâî�äèòü èçâåñòíûå ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (5). Èç�âåñòíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà �óíêöèé äèàãî�íàëüíûå (M = L) è êâàçèäèàãîíàëüíûå (M � L)àïïðîêñèìàíòû ñõîäÿòñÿ ê èñêîìîé �óíêöèè ïðèM ! 1, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïðèìåíåíèÿìåòîäà. Îäíàêî äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé M è L îíñâîäèòñÿ ê ïðîèçâîëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè â îáëàñòèñèëüíîé ñâÿçè. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçîâàíèå ïà�äå-àïïðîêñèìàöèè íàâÿçûâàåò áîðåëåâñêîìó îáðàçóâïîëíå îïðåäåëåííîå (è â îáùåì íåïðàâèëüíîå) ïîâå�äåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, B(z) � zM�L. Àíàëîãè÷íîåïîâåäåíèå W (g) � gM�L ïîëó÷àåòñÿ äëÿ �óíêöèèW (g) ïðè g ! 1, ÷òî ïî íåïðåðûâíîñòè èíäóöè�ðóåò ñóùåñòâåííóþ îøèáêó ïðè g � 1. Ïðàêòè÷å�ñêèå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íå òàê ïëîõè:äåëî â òîì, ÷òî ðåàëüíûé ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ agâ îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè îêàçûâàåòñÿ äî�âîëüíî ìàëûì,ag� � 0:2 (d = 3); ag� � 0:4 (d = 2); (6)òàê ÷òî �óíêöèÿW (g) â ýòîé îáëàñòè äîñòàòî÷íî íà�äåæíî îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ.Òåì íå ìåíåå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçëè÷�íîì âûáîðå ïàäå-àïïðîêñèìàíò, ñóùåñòâåííî ðàçëè�÷àþòñÿ, è ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñâÿçàíî ñ èçâåñòíîéäîëåé ñóáúåêòèâèçìà.Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè äëÿ àñèìïòîòèêè �óíê�öèè W (g) â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè ìîæíî ïîëó�÷èòü õîòÿ áû ãðóáóþ îöåíêó: òîãäà ïîâåäåíèå ïà�äå-àïïðîêñèìàíò íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæåò áûòü ñî�ãëàñîâàíî ñ àñèìïòîòèêîé �óíêöèè B(z), ÷òî ïîç�âîëÿåò ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ ïî g òî÷íîñòü (òàê,åñëè W (g) � g�, òî íóæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñè�ìàíòû ñM �L � �). Ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî äëèí�íîãî ðàçëîæåíèÿ àñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè ìîæåòáûòü ¾ïðîùóïàíà¿ ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êàê ýòîñäåëàíî â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Áåéêåðà è äð. [5℄.Ìåòîä Ïàäå �Áîðåëÿ ïîçâîëÿåò ó÷åñòü àíàëè�òè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèè B(z), åñëè âûáîð ïà�äå-àïïðîêñèìàíò ïîä÷èíèòü òðåáîâàíèþ, ÷òîáû âñåèõ ïîëþñû ðàñïîëàãàëèñü íà îòðèöàòåëüíîé ïîëó�îñè. Äðóãèì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ�íîñòü ïðÿìîãî èñïîëüçîâàíèÿ èí�îðìàöèè î âûñî�êèõ ïîðÿäêàõ: åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (5) ïðîâîäèòñÿ ñb0 = b, òî ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå �1=a ÿâëÿåòñÿ ïðî�ñòûì ïîëþñîì, âû÷åò â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà�ìåòðîì 
 àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà, ÷òî ìîæíî èñïîëü�1278
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�èñ. 1. Áîðåëåâ
êèé îáðàç B(z) àíàëèòè÷åí â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì (�1;�1=a) (à), è åãî îáëàñòüàíàëèòè÷íîñòè ìîæíî êîí�îðìíî îòîáðàçèòü íà åäèíè÷íûé êðóã (á ). Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ïîëî-æèòåëüíóþ ïîëóîñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäè�èöèðîâàííîå êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì(1;1) (â)çîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ïàäå-àïïðîêñèìàíò1). Â ïî�ñëåäíåì ñëó÷àå ïàäå-àïïðîêñèìàöèÿ àâòîìàòè÷åñêèïðîèçâîäèò èíòåðïîëÿöèþ êîý��èöèåíòíûõ �óíê�öèé (ïî-âèäèìîìó, äîâîëüíî ãëàäêóþ); åå õàðàêòåðíèêîãäà íå êîíòðîëèðîâàëñÿ, íî, â ïðèíöèïå, ýòî âîç�ìîæíî.Õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà ìåòîäà Ïàäå �Áîðåëÿìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:à) ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð ýêñòðàïîëÿöèè â îá�ëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè;á) âîçìîæíîñòü ïðÿìîãî ó÷åòà àñèìïòîòèêè Ëè�ïàòîâà;â) âîçìîæíîñòü ó÷åòà àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ�óíêöèè B(z);ã) àâòîìàòè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ êîý��èöèåíò�íîé �óíêöèè â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïóíêòà á).2.2. Êîí�îðì-áîðåëü�åàëüíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áîðåëåâ�ñêîãî îáðàçà B(z) ïðè êîý��èöèåíòàõ WN , çàäàí�íûõ ÷èñëåííî, ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ ïðîáëåìó.Åå ýëåãàíòíîå ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå Ëå �èéî èÇèíí-Æþñòåíîì [6℄, ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè êîí��îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ z = f(u), îòîáðàæàþùå�ãî ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì íà åäèíè÷íûé êðóã juj < 1(ðèñ. 1á ): òîãäà ïåðåðàçëîæåíèå �óíêöèè B(z) â ðÿäïî u,1) Â ïîëíîé ìåðå ýòà ïðîãðàììà, ïî-âèäèìîìó, íèêîãäà íåáûëà ðåàëèçîâàíà � â ðàáîòå [5℄ ó÷èòûâàëèñü ëèøü ïîëîæå�íèå ñèíãóëÿðíîñòè è åå õàðàêòåð (ò. å. ïàðàìåòðû a è b), íîíå çíà÷åíèå âû÷åòà â íåé (ïàðàìåòð 
).

B(z) = 1XN=N0 BN (�z)N ��z = f(u) ! B(u) == 1XN=N0 UNuN ; (7)ïðè ëþáûõ z äàåò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Äåéñòâèòåëüíî,âñå âîçìîæíûå îñîáûå òî÷êè P , Q, R; : : : �óíêöèèB(z) ëåæàò íà ðàçðåçå, à èõ îáðàçû P , Q, Q0, R,R0; : : : � íà ãðàíèöå êðóãà juj = 1, òàê ÷òî âòîðîéðÿä â (7) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ juj < 1; íî âíóòðåííîñòüêðóãà, juj < 1, íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñî�îòâåòñòâèè ñ îáëàñòüþ àíàëèòè÷íîñòè â ïëîñêîñòè z.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ïîäõîäå ïðåîäîëå�âàåòñÿ ãëàâíûé íåäîñòàòîê ìåòîäà Ïàäå �Áîðåëÿ �ïðîöåäóðà àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ÿâëÿåòñÿâïîëíå îáúåêòèâíîé è íå ñâÿçàíà íè ñ êàêèì ïðîèç�âîëîì. Îäíàêî èìåþòñÿ òðóäíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåìâñåé äîñòóïíîé èí�îðìàöèè. Çíàíèå L ïåðâûõ êîý���èöèåíòîâ ðÿäà (4) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñòîëüêîæå ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ UN âòîðîãî ðÿäà â (7);àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà â ÿâíîì âèäå íå èñïîëüçóåò�ñÿ, è òîëüêî åå ïàðàìåòð a çàäåéñòâîâàí ïðè ïîñòðî�åíèè êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ z = f(u). Ôàêòè�÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ äàæå ïàðàìåòð a (!). Äåéñòâè�òåëüíî, ðàçðåç â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïðî�âåñòè îò �1 äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z�, òàêîé, ÷òî�1=a < z� < 0. Ïðè ýòîì âñå ñèíãóëÿðíîñòè áîðå�ëåâñêîãî îáðàçà ïî-ïðåæíåìó îêàæóòñÿ íà ãðàíèöååäèíè÷íîãî êðóãà â ïëîñêîñòè u è ïåðåñóììèðîâàí�íûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê áîðåëåâñêîéïëîñêîñòè z, ëåæàùèõ âíå ðàçðåçà. Ïðè óêàçàííîìóñëîâèè ðåçóëüòàòû íå áóäóò çàâèñåòü îò z�, ÷òî áû�ëî ýìïèðè÷åñêè îáíàðóæåíî â ðàáîòå [11℄. Íî ýòîîçíà÷àåò, ÷òî çíàíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ a íå òðåáóåò�ñÿ � îíî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü íà óðîâíå ãðóáîé îöåí�êè, îïðåäåëÿÿ ãðàíèöó äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà äëÿz�. Òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå1279



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.Åå êîñâåííûé ó÷åò â ðàáîòå [6℄ ñîñòîÿë â èíòåð�ïîëÿöèè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿëîïðåäñêàçàòü è èñïîëüçîâàòü îäèí-äâà íåèçâåñòíûõêîý��èöèåíòà WN . Èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî êîëè�÷åñòâà êîý��èöèåíòîâ íåâîçìîæíî èç-çà êàòàñòðî��è÷åñêîãî ðîñòà îøèáîê. Åñëè Æ � îòíîñèòåëüíàÿòî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ WN , òî îøèáêà â êîý��èöè�åíòàõ UN ïåðåñóììèðîâàííîãî ðÿäà ðàñòåò ïî çàêî�íó [8℄2) ÆUN � 5:8N Æ; (8)è ïðè òî÷íîñòè èíòåðïîëÿöèè îêîëî 1% óæå òðåòèéïðåäñêàçàííûé êîý��èöèåíòWN îêàçûâàåòñÿ íåý���åêòèâíûì. Íåâîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ ïðîìåæóòî÷�íûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðèâîäèò ê ñèëü�íîé çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ îò èçìåíåíèÿ ïðîöåäó�ðû ñóììèðîâàíèÿ. Ýòà íåîïðåäåëåííîñòü ïðàêòè÷å�ñêè íå ïîääàåòñÿ àíàëèçó, è åå ïðèõîäèòñÿ îãðàíè�÷èâàòü íà îñíîâå ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ðåöåïòîâ.Ïîäûòîæèì õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà êîí�îðì-áî-ðåëÿ:à) ñòðîãî îáîñíîâàííûé ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãîïðîäîëæåíèÿ;á) àâòîìàòè÷åñêèé ó÷åò àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ�óíêöèè B(z);â) íåâîçìîæíîñòü ïðÿìîãî èñïîëüçîâàíèÿ àñèì�ïòîòèêè Ëèïàòîâà;ã) îãðàíè÷åííàÿ ý��åêòèâíîñòü èíòåðïîëÿöèèêîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé.2.3. Âàðèàöèîííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèéÍåñêîëüêî â ñòîðîíå îò îïèñàííûõ ìåòîäîâ íà�õîäèòñÿ âàðèàöèîííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, íàèáî�ëåå ý��åêòèâíûé âàðèàíò êîòîðîé ñ�îðìóëèðîâàíÊëåéíåðòîì [12℄. Âìåñòî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä äëÿ�-�óíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ðàçëîæåíèåïåðåíîðìèðîâàííîãî çàðÿäà g ïî ñòåïåíÿì çàòðàâî÷�íîãî çàðÿäà g0 (ïðè íåñêîëüêî ñïåöè�è÷åñêîì èõîïðåäåëåíèè). Òîãäà äëÿ îáëàñòåé ñëàáîé è ñèëü�íîé ñâÿçè èìååì ñîîòâåòñòâåííî g � g0, g0 ! 0 èg ! g�, g0 ! 1. Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðà�âåäëèâû äëÿ ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé, íàïðèìåð,�(g) � g20 , g0 ! 0 è �(g) ! �(g�), g0 ! 1. Èí�òåðïîëÿöèÿ ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè àíàëîãè÷íà èñ�ïîëüçîâàíèþ ìåòîäà Ïàäå �Áîðåëÿ ñ èçâåñòíîé (ïî�ñòîÿííîé) àñèìïòîòèêîé ñèëüíîé ñâÿçè: åñëè ïîñòðî�2) Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå [8℄ äëÿñëó÷àéíûõ îøèáîê. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà îøèáêè ÿâëÿþò�ñÿ ãëàäêèìè �óíêöèÿìè, ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî òà�êèì æå.

èòü äèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàíòû PM (g0)=QM (g0)ïî ïåðâûì ÷ëåíàì ðÿäà, òî îíè áóäóò õîðîøî ñõî�äèòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè M , ïðåäñêàçûâàÿ çíà÷åíèÿg�, �(g�) è ò. ä. Â âàðèàíòå Êëåéíåðòà ïðèìåíÿåò�ñÿ äðóãîé íàáîð àïïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé, ó÷è�òûâàþùèé õàðàêòåð ïðèáëèæåíèÿ g ê íåïîäâèæíîéòî÷êå, g � g� � g�!=(4�d)0 .Â ýòîì ïîäõîäå íå èñïîëüçóþòñÿ ÿâíî íè �àêòðàñõîäèìîñòè ðÿäà, íè åãî àñèìïòîòèêà Ëèïàòî�âà. Èí�îðìàöèÿ î ïîñëåäíåé ìîæåò áûòü ó÷òåíàëèøü êîñâåííî ïóòåì èíòåðïîëÿöèè êîý��èöèåíò�íîé �óíêöèè (àíàëîãè÷íî ï. 2.2) è íå î÷åíü ý���åêòèâíà. Òàêîé ïîäõîä íå îáëàäàåò íè îäíèì èçáåññïîðíûõ äîñòîèíñòâ, îòìå÷åííûõ â ïðåäûäóùèõäâóõ ìåòîäàõ, è ïîëàãàåòñÿ ëèøü íà êà÷åñòâî èíòåð�ïîëÿöèîííîé ñõåìû, êîòîðîå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåò�ñÿ âûñîêèì. Òåì íå ìåíåå ýòà ñõåìà íå èìååò ãëóáî�êîãî ñìûñëà è äîïóñêàåò ñóáúåêòèâíûå âàðèàöèè.2.4. Ìîäè�èöèðîâàííûé êîí�îðì-áîðåëüÒåïåðü îáðàòèìñÿ ê àëãîðèòìó, êîòîðûé áóäåòèñïîëüçîâàòüñÿ íèæå. Îí îñíîâàí íà òîé æå èäåå,÷òî è â ï. 2.2, íî èñïîëüçóåò êîí�îðìíîå ïðåîáðàçî�âàíèå íå íà åäèíè÷íûé êðóã, à íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðå�çîì (1;1) (ðèñ. 1â),z = ua(1� u) ; (9)äëÿ êîòîðîãî ëåãêî íàéòè ñâÿçü UN è BN :U0 = B0;UN = NXK=1 BKaK (�1)KCK�1N�1 (N � 1); (10)ãäå CKN � áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû. �ÿä äëÿB(u) â (7) ñõîäèòñÿ ïðè juj < 1 è, â ÷àñòíîñòè, íàèíòåðâàëå 0 < u < 1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïî�ëîæèòåëüíîé ïîëóîñè: ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâå�äåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (5). Êîí�îðìíîå ïðåîáðà�çîâàíèå (9) óäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ �óíêöèèW (g)â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè [8℄, òàê êàê ðàñõîäèìîñòüïåðåðàçëîæåííîãî ðÿäà â (7) îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàé�øåé îñîáîé òî÷êîé u = 1, ñâÿçàííîé ñ îñîáåííîñòüþ�óíêöèè W (g) ïðè g ! 1. Ïîýòîìó àñèìïòîòèêàUN ïðè áîëüøèõ N ,UN = U1N��1; U1 = W1a��(�)�(b0 + �) ; (11)ñâÿçàíà ñ ïîâåäåíèåì �óíêöèèW (g) â îáëàñòè áîëü�øèõ g: W (g) =W1g�; g !1: (12)1280



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Îöåíêà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû : : :Òàêîé àëãîðèòì õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëååìåäëåííûì ðîñòîì ñëó÷àéíûõ îøèáîê (îøèáîê âû�÷èñëåíèÿ èëè îêðóãëåíèÿ):ÆUN � Æ � 2N (13)(ñð. ñ (8)). Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ äâîéíîé êîìïüþòåð�íîé òî÷íîñòüþ (Æ � 10�14) âåëè÷èíà ÆUN ñòàíîâèòñÿïîðÿäêà åäèíèöû ïðè N � 45, ÷òî ïîçâîëÿåò âîññòà�íîâèòü àñèìïòîòèêó (12) íà óðîâíå ïðèìåðíî 1%.Äàëåå êîý��èöèåíòû UN ïðîäîëæàþòñÿ â îáëàñòüáîëüøèõ N ïî íàéäåííîìó ñòåïåííîìó çàêîíó (11);òåì ñàìûì èçâåñòíû âñå êîý��èöèåíòû ñõîäÿùåãî�ñÿ ðÿäà (7), è îí ìîæåò áûòü ïðîñóììèðîâàí ïðèïðîèçâîëüíûõ g.Âëèÿíèå ãëàäêèõ îøèáîê ÿâëÿåòñÿ åùå áîëåå èí�òåðåñíûì, è ìîæíî ãîâîðèòü î ñâîåîáðàçíîé ñóïåð�óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå(10) îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì,NXK=1Km(�1)KCK�1N�1 = 0äëÿ m = 0; 1; : : : ; N � 2 ; (14)è äîáàâëåíèå ê âåëè÷èíå BK=aK (èìåþùåé ñòå�ïåííîå ïîâåäåíèå ïî K) ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìàPm(K) âîîáùå íå âëèÿåò íà ïîâåäåíèå UN â îáëà�ñòè áîëüøèõ N . Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòîäëÿ øèðîêîãî êëàññà ãëàäêèõ �óíêöèé, êîòîðûå õî�ðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëèíîìàìè. Òàê, çàìåíàBK=aK ! BK=aK + f(K), ãäå f(K) � öåëàÿ �óíê�öèÿ ñ áûñòðîóáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè ðÿäàÒåéëîðà, äàåò èçìåíåíèå UN , áûñòðî óáûâàþùåå ñðîñòîì N . Äëÿ ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé èçâåñòíîíåñêîëüêî ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâWN è èõ àñèìïòî�òèêè, à ïðîìåæóòî÷íûå êîý��èöèåíòû ìîãóò áûòüíàéäåíû èíòåðïîëÿöèåé. Îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ÿâ�ëÿþòñÿ ãëàäêèìè è îêàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìèäàæå ïðè èõ áîëüøîé âåëè÷èíå.Â ðåçóëüòàòå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðîâåñòèèíòåðïîëÿöèþ êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè, îäíîçíà÷�íî ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûé ðÿä è èññëåäîâàòüíåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâ, èçìåíÿÿ õàðàêòåðèíòåðïîëÿöèè. Òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ ñíèìàåòñÿ ïðî�áëåìà çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ îò èçìåíåíèÿ ïðîöå�äóðû ñóììèðîâàíèÿ: îñòàåòñÿ ëèøü èõ çàâèñèìîñòüîò ñïîñîáà èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ èìååò ïðÿìîé �è�çè÷åñêèé ñìûñë è ñâÿçàíà ñ íåïîëíîòîé èñõîäíîé èí��îðìàöèè.Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Ïàäå �Áîðåëÿ (ï. 2.1) îïè�ñàííûé àëãîðèòì ñîäåðæèò ÿâíóþ îöåíêó àñèìïòî�òèêè ñèëüíîé ñâÿçè. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî êîí�

�îðì-áîðåëÿ (ï. 2.2) è âàðèàöèîííîé òåîðèè âîçìó�ùåíèé (ï. 2.3) îí ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ó÷åñòü äî�ñòóïíóþ èí�îðìàöèþ. Òåì ñàìûì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿò�íîé âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè óæå â ðàìêàõèìåþùåéñÿ èí�îðìàöèè.3. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈßÏðèìåíåíèå ìåòîäà íà÷èíàåòñÿ ñ èíòåðïîëÿöèèêîý��èöèåíòíîé �óíêöèè ïî �îðìóëå3)FN = WNW asN = 1 + A1N � ~N ++ A2(N � ~N)2 + : : :+ AK(N � ~N)K + : : : (15)ïóòåì îáðûâà ðÿäà è âûáîðà êîý��èöèåíòîâ AKèç ñîîòâåòñòâèÿ ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîý���èöèåíòîâ WL0 , WL0+1, : : : , WL; ïðèíèìàåòñÿîïòèìàëüíàÿ �îðìà äëÿ àñèìïòîòèêè ËèïàòîâàW asN = 
aNN b�1=2�(N + 1=2) [8℄, à ïàðàìåòð ~Nèñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà íåîïðåäåëåííîñòè ðå�çóëüòàòîâ. Çíà÷åíèå L0 íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ N0â (4). Äåëî â òîì, ÷òî êîý��èöèåíòíàÿ �óíêöèÿWN , ïðîäîëæåííàÿ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü,èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå N = �, ãäå � � ïîêà�çàòåëü àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè (12) [8℄. Åñëè� îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì N0, òî èíòåðïîëÿöèÿ ñèñïîëüçîâàíèåì âñåõ êîý��èöèåíòîâ îêàçûâàåòñÿíåçàêîííîé: íóæíî ïîëàãàòüW (g) =WN0gN0 + : : :+WN1gN1 + ~W (g);N1 = [�℄ (16)è ñóììèðîâàòü ðÿä äëÿ ~W (g), ïîñëå ÷åãî äîáàâèòüâêëàä âûäåëåííûõ ÷ëåíîâ; òåì ñàìûì äëÿ L0 âûáè�ðàåòñÿ çíà÷åíèå [�℄+1, ãäå [: : : ℄� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.Êàê ïîêàçàë àíàëèç äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ [13℄, âåëè÷è�íà � îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì N0, ïðàêòè÷åñêè äëÿâñåõ �óíêöèé.Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâèâøåéñÿ òðàäèöèåé êðî�ìå ðÿäîâ äëÿ �óíêöèé �(g), �(g), �2(g) ìû ñóììèðî�âàëè òàêæå ðÿäû äëÿ��1(g) = 2 + �2(g)� �(g); 
�1(g) = 1� �2(g)2� �(g)ñ öåëüþ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ íà ñàìîñîãëàñîâàí�íîñòü. Ñëåäóÿ ðàáîòå [13℄, ìû ñ÷èòàëè äîïóñòèìûìè3) Ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïòîâà èìåþò âèä ðåãóëÿðíî�ãî ðàçëîæåíèÿ ïî 1=N , ÷òî ïîñëå ïåðåðàçëîæåíèÿ ïðèâîäèòñÿê �îðìóëå (15).9 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1281



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008òå èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå, êîòîðûå ãëàäêî ïðî�õîäèëè ÷åðåç èçâåñòíûå òî÷êè, íå èìåÿ ñóùåñòâåí�íûõ âûáðîñîâ ïðè íåöåëûõ N , à ïðè áîëüøèõ N äî�ñòàòî÷íî áûñòðî âûõîäèëè íà àñèìïòîòèêó è èìåëèíåìîíîòîííîñòü, íå ïðåâûøàþùóþ îòëè÷èÿ ïîñëåä�íåãî èçâåñòíîãî êîý��èöèåíòà îò àñèìïòîòèêè.3.1. Êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè ìîäåëè Èçèíãà(n = 1)Èñõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ äàåòñÿ ðàçëîæåíèÿìè[5, 7℄�(g) = �g + g2 � 0:4224965707g3++ 0:3510695978g4� 0:3765268283g5++ 0:49554751g6� 0:749689g7+ : : :++ 
aN�(N + b)gN + : : : ;�(g) = (8=729)g2 + 0:0009142223g3++ 0:0017962229g4� 0:0006536980g5++ 0:0013878101g6� 0:001697694g7+ : : :++ 
0aN�(N + b0)gN + : : : ;�2(g) = �(1=3)g+ (2=27)g2 �� 0:0443102531g3+ 0:0395195688g4�� 0:0444003474g5+ 0:0603634414g6��0:09324948g7+ : : :+
00aN�(N + b)gN+ : : : ;
(17)

ñ ïàðàìåòðàìèa = 0:14777422; b = b0 + 1 = 4:5;
 = 0:039962;
0 = 0:0017972; 
00 = 0:0062991 (18)äëÿ àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [4℄. Íèæå îáñó�äèì íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè ïðîöåäóðû ñóì�ìèðîâàíèÿ.Ôóíêöèÿ �(g). Äëÿ �óíêöèè �(g) âñå èíòåðïî�ëÿöèè ñ L0 = 1 îêàçàëèñü íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè:èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå, èìåþùèå áûñòðûé âû�õîä íà àñèìïòîòèêó, èìåëè ðåçêèé âûáðîñ â èíòåð�âàëå 1 < N < 2, óêàçûâàÿ íà íàëè÷èå â íåì ñèí�ãóëÿðíîñòè. Îöåíêà àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè äà�åò � � 1, ïîäòâåðæäàÿ íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè ïðèN � 1 è óêàçûâàÿ, ÷òî ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûáîðL0 = 2. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûåñ ~N < �1:0 èìåëè ñóùåñòâåííóþ íåìîíîòîííîñòüïðè áîëüøèõ N , à êðèâûå ñ ~N > 1:2 � âûáðîñ âèíòåðâàëå 2 < N < 3 (ðèñ. 2); òåì ñàìûì ¾åñòå�ñòâåííûå¿ èíòåðïîëÿöèè ñîîòâåòñòâóþò èíòåðâàëó�1:0 < ~N < 1:2. �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ïîêàçà�íû íà âñòàâêå ê ðèñ. 2; èç íèõ ÿñíî, ÷òîg� = 1:416�1:421; ! = 0:777�0:787: (19)

�1:0�0:5 0 0:5 1:00:7800:7840:7881:4161:4181:420g�
1:22 5 10 20 50 100N0102030

405060FN !~N = �1:0 ~N0:5
�èñ. 2. Èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå äëÿ �óíêöèè�(g) ïðè L0 = 2. Íà âñòàâêå � ðåçóëüòàòû äëÿ g�è !

g� = 1:416g� = 1:4211:6 1:8 2:0 2:21:91:6
0 2 5 10 20 50 100N102030
4050 ~N = 2:2 FN0 ~N = 1:61:92:2 N� � 1023:213:193:173:15 ~N

1�1�2
FN 10 30 50 100

�èñ. 3. Èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå äëÿ �óíêöèé�(g) ïðè L0 = 3. Íà âñòàâêàõ � ðåçóëüòàòû ñóì-ìèðîâàíèÿ ïðè g = g�Çíà÷åíèå g� ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè g� == 1:4160� 0:0015 [5℄, g� = 1:416� 0:005 [6℄ è óêàçû�âàåò íà ñîìíèòåëüíîñòü áîëåå ïîçäíåãî ïåðåñìîòðà,ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå [7℄ (g� = 1:411� 0:004).Ôóíêöèÿ �(g). Ñîãëàñíî (17), ðàçëîæåíèå äëÿ�(g) íà÷èíàåòñÿ ñ g2. Óäîâëåòâîðèòåëüíûõ èíòåðïî�ëÿöèé ñ L0 = 2 íàéòè íå óäàëîñü: êðèâûå ñ áûñòðûìâûõîäîì íà àñèìïòîòèêó èìåëè âûáðîñ â èíòåðâà�ëå 2 < N < 3, óêàçûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ� ëåæèò â òîì æå èíòåðâàëå. Îöåíêà àñèìïòîòèêèñèëüíîé ñâÿçè äàåò � � 2 è ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîá�1282



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Îöåíêà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû : : :
~N = �1:1
0:5 0:950 10 20 30 50 100

�1 10 75321�600
0�200�400

200400600800 1:01:52:02:5 0:500:95 ~N = �1:1

�800 N
g� = 1:4161:4181:4210:80540:80580:80560:8060
�1

FNFN
~N
~N�èñ. 4. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 3 äëÿ �óíêöèè 
�1(g)ïðè L0 = 1

~N = 0:42:6 �6 �4 �2 20g� = 1:421g� = 1:416�0:3840�0:3835�0:3830�0:3825�2 ~N5 10 20 50 100N024
68FN

�3:5�6:2
�èñ. 5. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 3 äëÿ �óíêöèè �2(g) ïðèL0 = 3õîäèìîñòè âûáîðà L0 = 3. Â ýòîì ñëó÷àå óäîâëå�òâîðèòåëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå ïîëó÷àþò�ñÿ ëèøü â óçêîì èíòåðâàëå 1:6 < ~N < 2:2 (ðèñ. 3); èõìîæíî áûëî áû ñ÷åñòü äå�åêòíûìè èç-çà íàëè÷èÿâûáðîñà ïðè 3 < N < 4, îäíàêî â äâóìåðíîì ñëó�÷àå êðèâûå èìåííî òàêîãî âèäà îáåñïå÷èâàþò òî÷�íîå çíà÷åíèå � [13℄. Íà íàø âçãëÿä, òàêèå èíòåðïîëÿ�öèè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå äîïóñòèìûìè, òàê êàê îñöèë�ëÿöèè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè èìåþò àìïëèòóäóòîãî æå ìàñøòàáà, ÷òî è îñöèëëÿöèè èçâåñòíûõ êî�ý��èöèåíòîâ. �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâ�ëåíû íà âñòàâêå ê ðèñ. 3.

~N = 1:02:1 5 N10 20 50 1000 21 ~Ng� = 1:421g� = 1:4161:5851:5861:587��1
024
68FN �0:5

�èñ. 6. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 3 äëÿ �óíêöèè ��1(g)ïðè L0 = 3Ôóíêöèè �2(g), ��1(g) è 
�1(g). �ðóáûåîöåíêè àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ �óíêöèé��1(g) è �2(g) äàþò � � 2, íî â öåëîì îêàçûâàþò�ñÿ íåñîãëàñîâàííûìè, íàðóøàÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæ�äó �óíêöèÿìè. Êàê ïîêàçàë àíàëèç äâóìåðíîãî ñëó�÷àÿ [13℄, ýòî ñâÿçàíî ñî ñïåöè�è÷åñêèìè ñâîéñòâàìè�óíêöèè �(g): îíà ìàëà â îáëàñòè g . 10 ââèäó ìà�ëîñòè êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, íî äîâîëüíî áû�ñòðî ðàñòåò ïðè áîëüøèõ g. Â ðåçóëüòàòå àñèìïòî�òè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèé ��1(g) è �2(g) ñîäåð�æèò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âêëàäîâ g è g2, êîòîðóþòðóäíî àíàëèçèðîâàòü ÷èñëåííî. Ïîýòîìó ñóììèðî�âàíèå ðÿäîâ äëÿ �2(g) è ��1(g) ïðîâîäèëîñü4) ïðèL0 = 3, ÷òîáû ó÷åñòü âîçìîæíóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðèN � 2, òîãäà êàê ðÿä äëÿ 
�1(g) ñóììèðóåòñÿ ïðèL0 = 1, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ âûáðîñîâ ïðè íåöåëûõN(ââèäó ñîîòíîøåíèÿ 
�1(g) = 1+�2(g)=[2��(g)℄ ìîæ�íî îæèäàòü, ÷òî åå êîý��èöèåíòíàÿ �óíêöèÿ ðåãó�ëÿðíà ïðè N � 1, íî ñîäåðæèò ðàçìûòóþ ñèíãóëÿð�íîñòü ïðè N � 1). Íà ðèñ. 4�6 ïîêàçàíû äîïóñòèìûåèíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå è ðåçóëüòàòû ñóììèðîâà�íèÿ. Ïîñëåäíèå ñâåäåíû â òàáë. 1 è ñîïîñòàâëÿþòñÿñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ ìåòîäîâ Ïà�äå �Áîðåëÿ [5℄, ñòàíäàðòíîãî êîí�îðì-áîðåëÿ [6, 7℄è âàðèàöèîííîé òåîðèè âîçìóùåíèé [14, 15℄.Äàííûå äëÿ �, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñóììè�ðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðÿäîâ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíî�øåíèé 
 = �(2� �), ��1 = 2+ �2� �, � = (1� 
)=�2),ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îêàçûâà�åòñÿ äîâîëüíî íåòî÷íîé è â äàëüíåéøåì íå ó÷èòû�âàåòñÿ, òîãäà êàê ïåðâûå òðè îöåíêè î÷åíü áëèçêè:ðàçëè÷èå èõ öåíòðàëüíûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèçóåò4) Ñóììèðîâàíèå ïðè L0 = 2 äàåò ïðàêòè÷åñêè òå æå ðå�çóëüòàòû, íî ñ ìåíüøåé íåîïðåäåëåííîñòüþ.1283 9*



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008Òàáëèöà 1. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (n = 1), ïîëó÷åííûå èç òåîðåòèêî-ïîëåâîéðåíîðìãðóïïû[5℄ [6℄ [7℄ [14℄ [15℄ Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
 1:241(4) 1:2405(15) 1:2396(13) 1:241 1:2403(8) 1:2411(6)� 0:630(2) 0:6300(15) 0:6304(13) 0:6305 0:6303(8) 0:6306(5)� 0:031(11) 0:032(3) 0:0335(25) 0:0347(10) 0:0335(6) 0:0318(3)�2 �0:382(5) �0:3825(30) � � � �0:3832(8)! 0:788(3) 0:790(30) 0:799(11) 0:805 0:792(3) 0:782(5)g� 1:4160(15) 1:416(5) 1:411(4) � � 1:4185(25)Òàáëèöà 2. �àçëè÷íûå îöåíêè äëÿ èíäåêñà ��ÿä Èíòåðâàëèçìåíåíèÿ � Ñðåäíååçíà÷åíèå��1(g) 0.6301�0.6311 0:6306
�1(g), �(g) 0.6302�0.6310 0.6306�2(g), �(g) 0.6305�0.6313 0:6309
�1(g), �2(g) 0.6266�0.6320 0:6293ìàñøòàá íåêîíòðîëèðóåìîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèá�êè Æsyst � 0:0003; (20)ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî ¾åñòåñòâåííûå¿ èíòåðïîëÿ�öèè äëÿ ðàçëè÷íûõ âçàèìîçàâèñèìûõ �óíêöèé íåâïîëíå ñîãëàñîâàíû. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå [13℄ ýòîòý��åêò ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èñòî÷íèêîì îøèáêè: àíà�ëîãè÷íàÿ îöåíêà äàåò Æsyst � 0:05, ÷òî ïðåâûøàåòåñòåñòâåííóþ ïîãðåøíîñòü ñóììèðîâàíèÿ äëÿ áîëü�øèíñòâà �óíêöèé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåëè�÷èíà Æsyst äîâîëüíî ìàëà.3.2. Êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè XY -ìîäåëè(n = 2)Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ äàåòñÿ â ðà�áîòå [16℄. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû ïðèâîäèì çäåñüòîëüêî îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû (òàáë. 3).3.3. Êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè ìîäåëè�åéçåíáåðãà (n = 3)Èñõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ äàåòñÿ ðàçëîæåíèÿìè[5, 7℄

�(g) = �g + g2 � 0:3832262015g3++0:2829466813g4�0:27033330g5+0:3125559g6�� 0:414861g7+ : : :+ 
aN�(N + b)gN + : : : ;�(g) = (40=3267)g2 + 0:0010200000g3++ 0:0017919257g4� 0:0005040977g5++ 0:0010883237g6� 0:001111499g7+ : : :++ 
0aN�(N + b0)gN + : : : ;�2(g) = �(5=11)g + (10=121)g2 �� 0:0525519564g3+ 0:0399640005g4�� 0:0413219917g5+ 0:0490929344g6��0:06708630g7+ : : :+
00aN�(N + b)gN+ : : : ;
(21)

ñ ïàðàìåòðàìè [4℄a = 0:12090618; b = b0 + 1 = 5:5;
 = 0:0059609;
0 = 0:0003656; 
00 = 0:0012813: (22)Ñèòóàöèÿ êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ n = 1.Èñïîëüçóþòñÿ òå æå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà L0, ò. å.L0 = 1 äëÿ 
�1(g), L0 = 2 äëÿ �(g) è L0 = 3 äëÿîñòàëüíûõ �óíêöèé. Äîïóñòèìûå èíòåðïîëÿöèè ñî�îòâåòñòâóþò èíòåðâàëàì �1:0 < ~N < 1:6 äëÿ �(g),1:6 < ~N < 2:3 äëÿ �(g), 0:4 < ~N < 2:0 äëÿ ��1(g),�0:6 < ~N < 2:2 äëÿ �2(g) è 0:5 < ~N < 0:95 äëÿ
�1(g). Ôîðìà èíòåðïîëÿöèîííûõ êðèâûõ âèçóàëü�íî ïî÷òè íå îòëè÷èìà îò êðèâûõ ðèñ. 2�6. �åçóëüòà�òû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.3.4. �àçáàâëåííûå ïîëèìåðû (n = 0)Èñõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ äàåòñÿ ðàçëîæåíèÿìè[5, 7℄1284



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Îöåíêà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû : : :Òàáëèöà 3. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ XY -ìîäåëè (n = 2)[5℄ [6℄ [7℄ [14℄ [15℄ Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
 1:316(9) 1:3160(25) 1:3169(20) 1:318 1:3164(8) 1:3172(8)� 0:669(3) 0:6695(20) 0:6703(15) 0:6710 0:6704(7) 0:6700(6)� 0:032(15) 0:033(4) 0:0354(25) 0:0356(10) 0:0349(8) 0:0334(2)�2 �0:474(8) �0:4740(25) � � � �0:4746(9)! 0:780(10) 0:780(25) 0:789(11) 0:800 0:784(3) 0:778(4)g� 1:406(5) 1:406(4) 1:403(3) � � 1:408(2)Òàáëèöà 4. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ ìîäåëè �åéçåíáåðãà (n = 3)[5℄ [6℄ [7℄ [14℄ [15℄ Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
 1:390(10) 1:386(4) 1:3895(50) 1:390 1:3882(10) 1:3876(9)� 0:705(5) 0:705(3) 0:7073(35) 0:7075 0:7062(7) 0:7060(7)� 0:031(22) 0:033(4) 0:0355(25) 0:0350(10) 0:0350(8) 0:0333(3)�2 �0:550(12) �0:5490(35) � � � �0:5507(12)! 0:780(20) 0:780(20) 0:782(13) 0:797 0:783(3) 0:778(4)g� 1:392(9) 1:391(4) 1:390(4) � � 1:393(2)�(g) = �g + g2 � 0:4398148149g3++ 0:3899226895g4� 0:4473160967g5++ 0:63385550g6� 1:034928g7+ : : :++ 
aN�(N + b)gN + : : : ;�(g) = (1=108)g2 + 0:0007713750g3++ 0:0015898706g4� 0:0006606149g5++ 0:0014103421g6� 0:001901867g7+ : : :++ 
0aN�(N + b0)gN + : : : ;�2(g) = �(1=4)g+(1=16)g2�0:0357672729g3++ 0:0343748465g4� 0:0408958349g5++ 0:0597050472g6� 0:09928487g7+ : : :++ 
00aN�(N + b)gN + : : : ;
(23)

ñ ïàðàìåòðàìè [4℄a = 0:16624600; b = b0 + 1 = 4;
 = 0:085489;
0 = 0:0028836; 
00 = 0:010107: (24)Èñïîëüçîâàëèñü òå æå çíà÷åíèÿ L0, ÷òî è â ïðå�äûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Äîïóñòèìûå èíòåðïîëÿöèè ñîîò�âåòñòâóþò èíòåðâàëàì �0:9 < ~N < 1:1 äëÿ �(g),1:5 < ~N < 2:2 äëÿ �(g), �0:7 < ~N < 2:2 äëÿ ��1(g),�1:5 < ~N < 2:5 äëÿ �2(g) è �0:7 < ~N < 0:95 äëÿ
�1(g). �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.

4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÊàê ìîæíî âèäåòü èç òàáë. 1, 3�5, ðàçëè÷íûåîöåíêè â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ïîëåâîãî ïîäõîäà õîðî�øî ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Óäèâèòåëüíî õîðîøååñîîòâåòñòâèå èìååòñÿ ìåæäó ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿ�ùåé ðàáîòû è îöåíêàìè Ëå �èéî è Çèíí-Æþñòå-íà [6℄: ðàçëè÷èå öåíòðàëüíûõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâèëîìåíüøå 0.0010, íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî êîíñåðâàòèâ�íóþ îöåíêó òî÷íîñòè â ðàáîòå [6℄. Òàêîå ñîâïàäåíèåíå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì: àâòîðû ðàáîòû [6℄ èñïîëüçî�âàëè èíòåðïîëÿöèþ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ îäíîãî-äâóõíåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, ïîçâîëÿâ�øèõ äàòü ñâîåãî ðîäà ýêñïåðòíóþ îöåíêó, îäíàêîíå ìîãëè óìåíüøèòü íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâèç-çà èõ ñèëüíîé çàâèñèìîñòè îò âàðèàöèè ïðîöåäó�ðû ñóììèðîâàíèÿ. Áîëåå ïîçäíèé ïåðåñìîòð, ïðîâå�äåííûé â ðàáîòå [7℄, âûãëÿäèò íåñêîëüêî èñêóññòâåí�íûì è èìååò òåíäåíöèþ âûâîäèòü ðåçóëüòàòû çà ïðå�äåëû èõ åñòåñòâåííîé íåîïðåäåëåííîñòè. Â ÷àñòíî�ñòè, çíà÷åíèÿ g� âñåãäà ñäâèãàþòñÿ â ñòîðîíó, ïðîòè�âîïîëîæíóþ íàøåé (òàáë. 1, 3�5)5). Õîðîøåå ñîãëà�ñèå èìååòñÿ òàêæå ñ âàðèàöèîííîé òåîðèåé âîçìóùå�íèé [14℄. Ïîëîæèòåëüíûì �àêòîì ÿâëÿåòñÿ è òî, ÷òî5) Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàáîòàõ [6, 7℄ è â íàñòîÿùåé ðàáîòåäëÿ âû÷èñëåíèÿ �(g) èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå èí�îðìàöèÿ.1285



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008Òàáëèöà 5. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ ñëó÷àÿ n = 0[5℄ [6℄ [7℄ [14℄ [15℄ Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
 1:161(3) 1:1615(20) 1:1596(20) 1:161 1:1604(8) 1:1615(4)� 0:588(1) 0:5880(15) 0:5882(11) 0:5883 0:5881(8) 0:5886(3)� 0:026(14) 0:027(4) 0:0284(25) 0:0311(10) 0:0285(6) 0:0272(3)�2 �0:274(10) �0:2745(35) � � � �0:2746(7)! 0:794(6) 0:800(40) 0:812(16) 0:810 0:803(3) 0:790(6)g� 1:421(4) 1:421(8) 1:413(6) � � 1:423(3)ó÷åò èí�îðìàöèè î âûñîêèõ ïîðÿäêàõ è áîëåå àêêó�ðàòíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè [15℄ ïðèáëèæàåò ðåçóëüòàòûäëÿ � è ! ê íàøèì çíà÷åíèÿì. Íåáîëüøîå ðàñõîæäå�íèå ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ èíäåêñà �, íî îíî íà òîì æåóðîâíå, ÷òî è íàðóøåíèå ñîîòíîøåíèÿ 
 = �(2 � �)äëÿ öåíòðàëüíûõ çíà÷åíèé [15℄.Îáñóäèì òåïåðü ñîîòâåòñòâèå íàøèõ ðåçóëüòàòîâèí�îðìàöèè î êðèòè÷åñêèõ èíäåêñàõ, ïîëó÷åííîéèç �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷èñëåííîãî ìîäåëè�ðîâàíèÿ ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî (MC) è âûñîêîòåì�ïåðàòóðíûõ ðÿäîâ (HT) [17℄.Ñëó÷àé n = 3. Ñîâîêóïíûé ðàçáðîñ MC- èHT-ðåçóëüòàòîâ äîâîëüíî âåëèê (ðèñ. 7), è íà ýòîìóðîâíå îíè ñîãëàñóþòñÿ ñ òàáë. 5. Èìååòñÿ òåíäåí�öèÿ ê íåáîëüøîìó ðàñõîæäåíèþ íàøèõ çíà÷åíèé ñíàèáîëåå ïîçäíèìè èç MC ðåçóëüòàòîâ [18℄, íî îíèâ òîé æå ìåðå îòëè÷àþòñÿ îò íàèáîëåå âåðîÿòíûõçíà÷åíèé, ñëåäóþùèõ èç �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.Ïîñëåäíèå ãðóïïèðóþòñÿ âîêðóã çíà÷åíèÿ 1:386 äëÿ
 è 0:365 äëÿ � (ðèñ. 8), ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñíàøèìè ðåçóëüòàòàìè 
 = 1:3876(9) è � = 0:3648(4),ñëåäóþùèìè èç òàáë. 5, è ñóùåñòâåííî õóæå ñî çíà�÷åíèÿìè 
 = 1:3960(10), � = 0:3689(3), ïðèâåäåííû�ìè â ðàáîòå [18℄.Ñëó÷àé n = 2. Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäûäó�ùåìó ñëó÷àþ. Ñîâîêóïíûé ðàçáðîñ MC- è HT-ðå-çóëüòàòîâ äîâîëüíî âåëèê (ñì. ðèñ. 1 â ðàáîòå [16℄),íî ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû âñòóïàþò â ïðîòèâîðå�÷èå ñ òàáë. 4 (
 = 1:3178(2), � = 0:6717(1),� = 0:0381(2) [19℄). Îäíîâðåìåííî îíè ïðîòèâîðå÷àòýêñïåðèìåíòàì â æèäêîì ãåëèè, ò. å. çíà÷åíèþ� = 0:6705� 0:0006; (25)ïîëó÷åííîìó èç èçìåðåíèé ïëîòíîñòè ñâåðõòåêó÷åéêîìïîíåíòû ïî ñêîðîñòè âòîðîãî çâóêà [20℄, è ðåçóëü�òàòàì

1992 1994 1996 1998 2000 2002 �îä0.700

0.710

0.720

0.690

ν

1.380

1.390

1.400

1.410

γ

MCHTMC + HT

�èñ. 7. Ñðàâíåíèå HT- è MC-ðåçóëüòàòîâ äëÿ òðåõ-ìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà (n = 3), âçÿòûõ èçòàáë. 23 îáçîðà [17℄ (òî÷êè), ñ ðåçóëüòàòàìè íàñòî-ÿùåé ðàáîòû (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà)� = �0:01285� 0:00038; � = 0:67095(13) [21℄;� = �0:01056� 0:00038; � = 0:6702(1) [22℄;� = �0:0127� 0:0003; � = 0:6709(1) [23℄; (26)ïîëó÷åííûì èç èçìåðåíèé òåïëîåìêîñòè ãåëèÿ,ïðîâåäåííûõ â êîñìîñå (èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå� = 2� d�).Ñëó÷àé n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå HT- è MC-ðå-çóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííû (ðèñ. 9). Äëÿ èíäåêñà �èìååòñÿ ïîëíûé êîíñåíñóñ: íàøà îöåíêà ñîãëàñóåò�ñÿ êàê ñ äðóãèìè òåîðåòèêî-ïîëåâûìè ðåçóëüòàòàìè1286



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Îöåíêà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû : : :
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1380

1390

1400

γ
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β

�èñ. 8. Cðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà (n = 3) èç òàáë. 24, 25 îáçîðà [17℄(òî÷êè) ñ ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà)MCHT
1981 1987 1991 1997 2001�îä0:6280:6300:6320:634�

1981 19851:2361:2381:2401:242

1991 1997 2001�îä

à á

�èñ. 9. Ñðàâíåíèå HT- è MC-äàííûõ äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (n = 1) èç òàáë. 3, 5 îáçîðà [17℄ (òî÷êè) ñðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà)(òàáë. 3), òàê è ïðàêòè÷åñêè ñî âñåìè HT- è MC-äàí-íûìè (ðèñ. 9à). Îäíàêî íàø ðåçóëüòàò äëÿ 
 ñóùå�ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 1.237�1.238, ê êîòî�ðîìó òÿãîòåþò HT- è MC-äàííûå (ðèñ. 9á ).Ñëó÷àé n = 0. Â ýòîì ñëó÷àå äîâîëüíî òî÷íûåðåçóëüòàòû äëÿ èíäåêñà � ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðÿ�ìûì ìîäåëèðîâàíèåì ñàìîèçáåãàþùèõ ñëó÷àéíûõáëóæäàíèé íà ðåøåòêå. Ïðîñòîòà àëãîðèòìà ïîçâî�ëÿåò íàáðàòü õîðîøóþ ñòàòèñòèêó. Íàèáîëåå ïîçä�íèå ðåçóëüòàòû (� = 0:5876(2) [24℄, � = 0:5874(2) [25℄,� = 0:58758(7) [26℄) íåìíîãî îòêëîíÿþòñÿ îò íàøå�ãî çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííîãî â òàáë. 5. Ïðîòèâîðå÷èåíå î÷åíü ñóùåñòâåííî è ìîæåò áûòü óñòðàíåíî ðàñ�øèðåíèåì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ èíòåðïîëÿöèé, íîýòî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêî ¾íååñòåñòâåí�íûõ¿ èíòåðïîëÿöèîííûõ êðèâûõ. �àçáðîñ ðåçóëüòà�òîâ äëÿ èíäåêñà 
 [17℄ ñóùåñòâåííî áîëüøå è îíè íåìîãóò êîíêóðèðîâàòü ñ ïðèâåäåííûìè â òàáë. 5.

5. ÑÓÙÅÑÒÂÓÞÒ ËÈ ÏÎÏ�ÀÂÊÈ ÊÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÛÌ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌ?Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïðîÿñíÿåò ìàòåìàòè�÷åñêèé ñìûñë ñòàíäàðòíûõ çíà÷åíèé (êàê ïðèíÿ�òî íàçûâàòü öåíòðàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàáîòû [6℄) �îíè ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëåå ãëàäêèì èíòåðïîëÿ�öèîííûì êðèâûì äëÿ êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé(ðèñ. 2�6). Õîðîøåå ñîãëàñèå ñ äðóãèìè òåîðåòè�êî-ïîëåâûìè îöåíêàìè (ñì. òàáë. 1, 3�5) ïîêàçûâà�åò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ïðåäåëüíîé ãëàäêîñòè êî�ý��èöèåíòíûõ �óíêöèé íåÿâíî äåëàåòñÿ è â äðóãèõìåòîäàõ (ñì. ðàçä. 2). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿâïîëíå åñòåñòâåííûì: èçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàç�ëîæåíèÿ äîâîëüíî óâåðåííî ïðèáëèæàþòñÿ ê àñèì�ïòîòèêå (ñì. ðèñ. 2, 3) è ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòà òåí�äåíöèÿ ïðîäîëæèòñÿ è äëÿ ïîñëåäóþùèõ êîý��èöè�åíòîâ. Òåì íå ìåíåå íèêàêèõ ëîãè÷åñêèõ îñíîâàíèéäëÿ òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ íåò: ïðîìåæóòî÷íûå êî�1287
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2 3 5 10 20 40 100 N
2:7 3:0 3:2 3:5 �

g� = 1:416g� = 1:4210:0350:0360:0370:038
� = 3:5� = 2:7� = 3:2

�201
51020

FN �

�èñ. 10. Ïîâåäåíèå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè F regN (ëîãà-ðè�ìè÷åñêèé ìàñøòàá äëÿ FN + 5), ââåäåííîé ñî-ãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (27), äëÿ �óíêöèè �(g). Íàâñòàâêå � ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ïðè g = g�ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíîåè ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóåìîå ïîâåäåíèå.Îñíîâàíèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäóìàòüñÿ íàä ïî�ñëåäíåé âîçìîæíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå îò�êëîíåíèå íàøåãî çíà÷åíèÿ 
 äëÿ n = 1 îò îñíîâ�íîãî ìàññèâà HT- è MC-äàííûõ (ðèñ. 9á ). Ôàêòè�÷åñêè ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ïîñëåä�íèõ ðåíîðìãðóïïîâûõ îöåíîê (ñì. òàáë. 1). Íàèáîëååïîäîçðèòåëüíûì â ýòîì ïëàíå ÿâëÿåòñÿ êîý��èöè�åíòíàÿ �óíêöèÿ äëÿ �(g) (ñì. ðèñ. 4), êîòîðàÿ èìå�åò îñöèëëèðóþùåå ïîâåäåíèå. Èñïîëüçîâàííàÿ íàìèãëàäêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ èñõîäèò èç òîãî, ÷òî òàêèå îñ�öèëëÿöèè áûñòðî çàòóõàþò è íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿâ îáëàñòü áîëüøèõ N . Íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è âîç�ìîæíîñòü èõ óáûâàíèÿ ïî ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííîìóçàêîíó. Ïîëîæèì, íàïðèìåð,FN = F regN + F singN ; F singN = B(��)�N ; (27)ãäå F regN îïèñûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì(15), òîãäà êàê îñöèëëèðóþùèé âêëàä F singN èìå�åò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè N = 1 è íå ìîæåò áûòüðàçëîæåí â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 1=N . Ïîñêîëüêóîñöèëëèðóþùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óæå âûäåëåíà,äëÿ F regN ñëåäóåò îæèäàòü ïðåäåëüíî ãëàäêîãî èìîíîòîííîãî ïîâåäåíèÿ � îíî ðåàëèçóåòñÿ â èíòåð�âàëå � = 2:7�3.5 (ðèñ. 10). Ñèíãóëÿðíîìó âêëàäóñîîòâåòñòâóåò çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä

W sing(g) = 1XN=N0W asN B(��)�N (�g)N == 1XN=N0 
BN b�1=2��N + 12��ag� �N ; (28)êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìûì ïî Áîðåëþ: åãîáîðåëåâñêèé îáðàç Bsing(z) èìååò îñîáåííîñòü â òî÷�êå z = �=a, íåîäíîçíà÷íîñòü îáõîäà êîòîðîé ïîðî�æäàåò íåîïðåäåëåííîñòü ïîðÿäêà exp(��=ag). Ïî�ñëåäíÿÿ îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ìàëîé ââèäó òîãî,÷òî �=ag� � 15. Ñ òàêîé æå òî÷íîñòüþ ñóììà ðÿ�äà (28) ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ äîìèíèìàëüíîãî ÷ëåíà, ÷òî è áóäåò èñïîëüçîâàíî íè�æå. �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ïîêàçàíû íà âñòàâêåê ðèñ. 10 è äàþò � � 0:036, ÷òî è òðåáóåòñÿ äëÿ ñîãëà�ñîâàíèÿ çíà÷åíèé � = 0:630�0.631 è 
 = 1:237�1.238â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ 
 = �(2� �).Îäíàêî â òåîðèè '4 âñå îñîáåííîñòè áîðåëåâ�ñêèõ îáðàçîâ ëåæàò íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè [10℄,à ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ñóììèðóåìû ïî Áîðå�ëþ [27℄. Ïîýòîìó çàêîí óáûâàíèÿ îñöèëëÿöèé â âû�ðàæåíèè (27) ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ìåäëåííûì è ïðî�âåäåííóþ îöåíêó ñëåäóåò ñ÷èòàòü ÷èñòî èëëþñòðà�òèâíîé. Òåì íå ìåíåå îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî èçìåíå�íèå èíòåðïðåòàöèè îñöèëëèðóþùåãî âêëàäà ìîæåòäàâàòü ðåàëüíûå ïîïðàâêè ê ñòàíäàðòíûì çíà÷åíè�ÿì. Â ñèëó èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé îñöèëëèðóþùèéâêëàä íåèçáåæíî ñóùåñòâóåò è äëÿ äðóãèõ ðåíîðì�ãðóïïîâûõ �óíêöèé, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîìàëûì.Ââèäó ñêàçàííîãî, ñòàíîâèòñÿ âåñüìà àêòóàëü�íûì ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé îáùåãî õàðàêòåðà,íàïðàâëåííûõ íà óñòàíîâëåíèå ðåàëüíîãî çàêîíàóáûâàíèÿ îñöèëëÿöèé â êîý��èöèåíòíûõ �óíêöè�ÿõ. Áåç ýòîãî íåâîçìîæíî íè ïðîàíàëèçèðîâàòü óæåñóùåñòâóþùèå ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè ñòàí�äàðòíûõ çíà÷åíèé, íè ñòàâèòü çàäà÷ó î äàëüíåéøåìïîâûøåíèè òî÷íîñòè ïðåäñêàçàíèé êðèòè÷åñêèõèíäåêñîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �06-02-17541).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. E. Brezin, J. C. Le Guillou, and J. Zinn-Justin, inPhase Transitions and Criti
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