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�ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÒÅÎ�ÈÈ '4ÈÇ ÂÛÑÎÊÎÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÛÕ �ÀÇËÎÆÅÍÈÉÈ. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 èþíÿ 2010 ã.�àíåå ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé ñêàëÿðíîé òåîðèè '4 ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-âàíèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëè Èçèíãà. Èñïîëüçóÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿïîñëåäíåé, ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà-÷åíèÿõ êîíñòàíòû ñâÿçè g ñ òî÷íîñòüþ 10�4 äëÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó �(g) è òî÷íîñòüþ 10�3�10�2äëÿ àíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé äî 13-ãî ïîðÿäêà ïîñòåïåíÿì g�1=2.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàê ïîêàçàíî â íåäàâíèõ ðàáîòàõ àâòîðà [1, 2℄,�óíêöèþ �åëë-Ìàííà �Ëîó �(g) è àíîìàëüíûå ðàç�ìåðíîñòè òåîðèè '4 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöè�îíàëüíûå èíòåãðàëû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïàðàìåòðè÷å�ñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ âèäàg = F (g0;m0;�); �(g) = F1(g0;m0;�); (1)ãäå g0 è m0 � çàòðàâî÷íûå çàðÿä è ìàññà, � �ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ ïî èìïóëüñó, g � ïåðåíîðìè�ðîâàííûé çàðÿä. Áîëüøèå çíà÷åíèÿ g äîñòèãàþòñÿëèøü âáëèçè íóëÿ îäíîãî èç �óíêöèîíàëüíûõ èí�òåãðàëîâ, ãäå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1) ñèëüíîóïðîùàþòñÿ è ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàç�ðåøàåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè�÷åñêèå àñèìïòîòèêè �-�óíêöèè è àíîìàëüíûõ ðàç�ìåðíîñòåé. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîãðàììà ìîæåò áûòü ðå�àëèçîâàíà è â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå [3℄.Â öåëîì æå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (1)óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè âûðàçèòü g0 ÷å�ðåç g ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1) è ïîäñòà�âèòü âî âòîðîå óðàâíåíèå, òî çàâèñèìîñòü îò m0 è� èñ÷åçàåò ñîãëàñíî îáùèì òåîðåìàì [4℄, òàê ÷òî�-�óíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò g. Îäíàêî ïðè ïðàê�òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ýòî ñâîéñòâî àâòîìàòè÷åñêèíå âûïîëíÿåòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî â îáùèõ òåîðå�ìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ âçÿòûì êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

� ! 1, ÷òî �èçè÷åñêè îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëî�âèÿ m� � èëè � � a; (2)ãäå m � ïåðåíîðìèðîâàííàÿ ìàññà, � � êîððåëÿ�öèîííûé ðàäèóñ, a = ��1 � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè,íà êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííûì �óíêöèî�íàëüíûé èíòåãðàë. Ïðè íàëîæåíèè óñëîâèÿ (2) â îá�ëàñòè áîëüøèõ g0 �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû ñêà�ëÿðíîé òåîðèè '4 ñâîäÿòñÿ ê èçèíãîâñêèì ñóììàì,òàê ÷òî (1) ïðèíèìàåò âèä [2℄g = F (�); �(g) = F1(�) (3)è çàâèñèìîñòü �-�óíêöèè òîëüêî îò g ñòàíîâèòñÿî÷åâèäíîé; ïàðàìåòð � èãðàåò ðîëü îáðàòíîé òåì�ïåðàòóðû â ìîäåëè Èçèíãà. Ôîðìàëüíî óñëîâèå (2)ñîîòâåòñòâóåò �g�10 m20=�2 & 1, íî �àêòè÷åñêè ñâå�äåíèå ê ìîäåëè Èçèíãà âîçìîæíî ïðè áîëåå ñëàáîìóñëîâèè g0 � 1; �g�1=20 m20=�2 � 1;�g�10 m20=�2 = � � ïðîèçâîëüíî: (4)Ïîýòîìó ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (3) îñòàåò�ñÿ ñïðàâåäëèâûì â îáëàñòè ìàëûõ �, ãäå äîñòèãà�þòñÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ g è âîçìîæíû ãðàäèåíòíûåðàçëîæåíèÿ.Íà ïåðâûé âçãëÿä, óñëîâèå g0 � 1 ñîîòâåòñòâó�åò ðåæèìó ñèëüíîé ñâÿçè è ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåä�ñòàâëåíèå (3) îãðàíè÷åíî òîëüêî èì. Îäíàêî íà ñè�319



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011òóàöèþ ìîæíî âçãëÿíóòü è ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ.Óñèëèì óñëîâèÿ (4), ïåðåéäÿ ê ïðåäåëóg0 !1; �g�1=20 m20=�2 !1;�g�10 m20=�2 = � = 
onst: (5)Òîãäà ïåðåõîä îò (1) ê (3) íå ñâÿçàí íè ñ êàêèìè ïðè�áëèæåíèÿìè è ñîõðàíÿåò ñòðîãóþ ýêâèâàëåíòíîñòüñ èñõîäíîé òåîðèåé '4 ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðååå çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ; ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåòñîõðàíåíèå �îðìû ëàãðàíæèàíà ïðè ïåðåíîðìèðîâ�êàõ. Ïðåäåë g0 ! 1 íå îçíà÷àåò òàêîãî æå ïðåäåëàäëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîãî çàðÿäà g; �àêòè÷åñêè ãðà�äèåíòíûå ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî gìåíÿåòñÿ îò áåñêîíå÷íîñòè äî åäèíèöû ïðè èçìåíå�íèè � îò íóëÿ äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïî�ñêîëüêó ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (3) ÿâëÿåò�ñÿ òî÷íûì è îïðåäåëÿåò �-�óíêöèþ íà èíòåðâàëå1 . g < 1, åãî ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòüè ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì �(g) ïðè ïðîèçâîëüíûõ g.Íî ïðèâåäåò ëè òàêîå îïðåäåëåíèå ê ïðàâèëüíûì ðå�çóëüòàòàì â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïî�ìîùüþ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ðÿäîâ [5℄. Òàêèå ðÿ�äû òðàäèöèîííî ñòðîÿòñÿ äëÿ âåëè÷èí �2, �2, �4(ñì. ðàçä. 2), êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïðà�âûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3). Ôîðìàëüíî âûñîêîòåìïå�ðàòóðíûå ðàçëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ìàëûõ �, íîèõ ñðàâíèòåëüíî áîëüøàÿ äëèíà (äî 30 ÷ëåíîâ â ðÿ�äå ñëó÷àåâ) ïîçâîëÿåò óñïåøíî èññëåäîâàòü îêðåñò�íîñòü òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà �
, ïðèâîäÿ ê ðåçóëü�òàòàì, ñîïîñòàâèìûìè ñ äðóãèìè ìåòîäàìè. Ïîýòî�ìó �àêòè÷åñêè õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óêàçàí�íûõ âåëè÷èí ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âî âñåì èíòåð�âàëå 0 � � � �
. Ïîäñòàíîâêà òàêèõ ðåçóëüòàòîâ âïðàâûå ÷àñòè (3) ïîçâîëÿåò íàéòè ðåíîðìãðóïïîâûå(��) �óíêöèè â èíòåðâàëå g� � g < 1, ãäå g� �íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ðåíîðìãðóïïû. Â ÷åòûðåõìåð�íîì ñëó÷àå g� = 0 è óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåò ��-�óíêöèè.Èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò [6�16℄, â êîòîðûõ âûñîêî�òåìïåðàòóðíûå ðÿäû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîâåðêèëîãàðè�ìè÷åñêèõ ïîïðàâîê ê ñêåéëèíãó [17℄. Ôàê�òè÷åñêè óæå ýòè ðàáîòû ïîçâîëÿþò äàòü ïîëîæè�òåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ: ïà�ðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (3) äàåò ïðàâèëüíûåðåçóëüòàòû â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè. Ïîýòîìó îñíîâ�íàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè��-�óíêöèé ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè '4 ïðè ïðîèç�âîëüíûõ g: ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ òî÷íîñòüþ10�4 äëÿ �-�óíêöèè è íåñêîëüêî õóæå äëÿ àíîìàëü�íûõ ðàçìåðíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå âû÷èñëÿåìûõ ��-�óíêöèé ïîäðàçó�ìåâàåò èñïîëüçîâàíèå ðåøåòî÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè,îòëè÷íîé îò îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ ðåãóëÿðèçà�öèé Ïàóëè �Âèëëàðñà, èçîòðîïíîãî îáðåçàíèÿ âèìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçìåðíîé ðåãóëÿðè�çàöèè è ò. ä. Îäíàêî �-�óíêöèÿ â èñïîëüçóåìîéñõåìå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íàáëþäàåìûå çàðÿäè ìàññó [1, 2℄ è íå äîëæíà çàâèñåòü îò ñïîñîáàîáðåçàíèÿ. Äëÿ àíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé òàêàÿçàâèñèìîñòü âîçìîæíà, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ÷åðåç íåíàáëþäàåìûå Z-�àêòîðû. Òàê èëè èíà÷å,íàñòîÿùèé ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè îòëè÷àåòñÿ îòîáû÷íî èñïîëüçóåìûõ íå áîëåå, ÷åì ïîñëåäíèå äðóãîò äðóãà.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß�àññìîòðèì n-êîìïîíåíòíóþ òåîðèþ '4 ñ äåé�ñòâèåìSf'g = Z ddx8<:12 nX�=1(r'�)2 + 12m20 nX�=1' 2� ++ 18u0 nX�=1' 2�!29=; ; u0 = g0��; � = 4� d; (6)ãäå g0 è m0 � çàòðàâî÷íûå çàðÿä è ìàññà, d � ðàç�ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, � � ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ ïîèìïóëüñó. Íàèáîëåå îáùèé �óíêöèîíàëüíûé èíòå�ãðàë ýòîé òåîðèè ñîäåðæèò â ïðåäýêñïîíåíòåM ìíî�æèòåëåé ïîëÿ ',Z(M)�1:::�M (x1; : : : ; xM ) = Z D''�1(x1)'�2 (x2) : : :: : : '�M (xM ) exp (�Sf'g) ; (7)è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê KMfpig ïîñëå ïåðåõîäà âèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå è âûäåëåíèÿ Æ-îáðàçíûõìíîæèòåëåé,Z(M)�1:::�M (p1; : : : ; pM ) == KMfpigN Æp1+:::+pM I�1:::�M ; (8)ãäå I�1:::�M åñòü ñóììà ÷ëåíîâ òèïà Æ�1�2Æ�3�4 : : :ñî âñåâîçìîæíûìè ñïàðèâàíèÿìè, N � ÷èñëî óçëîâðåøåòêè, íà êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííûì�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë. ÈíòåãðàëûKMfpig, êàêïðàâèëî, îöåíèâàþòñÿ ïðè íóëåâûõ èìïóëüñàõ èëèøü îäèí èíòåãðàëK2(p) ïîòðåáóåòñÿ ïðè ìàëûõ p,K2(p) = K2 � ~K2p2 + : : : (9)320



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè òåîðèè '4 : : :Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé d = 4, n = 1,íî îáùèå �îðìóëû âûïèñûâàåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõd è n.Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ��-�óíêöèè �(g), �(g),�2(g), âõîäÿùèå â óðàâíåíèå Êàëëàíà �Ñèìàí÷è-êà [4℄� �� lnm + �(g) ��g +�L� N2 � �(g)� L�2(g)��� �(L;N) = 0; (10)äëÿ âåðøèíû �(L;N) ñ N âíåøíèìè ëèíèÿìè ïîëÿ' è L âíåøíèìè ëèíèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ. Âûðàæå�íèå ýòèõ �óíêöèé ÷åðåç �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðà�ëû ïðèâîäèò ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ [2℄g = ��K2~K2�d=2 K4K0K22 ; (11)�(g) = ��K2~K2�d=2 �� K4K0K22 �d+ 2 (lnK4K0=K22 )0(lnK2= ~K2)0 � ; (12)�(g) = 2 (lnK2=K0)0 + (lnK2= ~K2)0(lnK2= ~K2)0 ; (13)�2(g) = �2 (lnK0=K2)00 + [(lnK0=K2)0℄2(lnK2= ~K2)0 (lnK0=K2)0 ; (14)ãäå øòðèõàìè îòìå÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî m20. Ïðèóñëîâèè (4) �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ñêàëÿðíîéòåîðèè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå [2℄ZMfxig = (2�)N+M2 Z  Yx d'x!'x1 : : : 'xM �� exp8<:��Xx;x0 Jx�x0'x'x09=;Yx Æ('2x � 1) (15)è ïðåâðàùàåòñÿ â èçèíãîâñêóþ ñóììó ïî çíà÷åíèÿì'x = �1.Òåïåðü ââåäåì âåëè÷èíû, èçó÷àåìûå â âûñîêî�òåìïåðàòóðíûõ ðàçëîæåíèÿõ,�2 =Xx h'x'0i
; �2 =Xx x2h'x'0i
;�4 = Xx;y;zh'x'y'z'0i
 (16)

(èíäåêñ ¾
¿ îòìå÷àåò ñâÿçíûå äèàãðàììû), êîòîðûåñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé ñîâïàäàþò ñ îòíîøåíè�ÿìè K2=K0, ~K2=K0, K4=K0 ââåäåííûõ âûøå �óíê�öèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ; áîëåå òî÷íîK2~K2 = 2d�2�2 � 1�f0(�);K2K0 = 2��2 � �f2(�); (17)K4K0K22 = 13 �4�22 � �f4(�);ãäå ìû ââåëè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé fi(�), êîòîðûåáóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Ïðè ýòîì ó÷òå�íî, ÷òî â ðàçëîæåíèè �2 ïî � íóëåâîé ÷ëåí îòñóò�ñòâóåò (ñì. íèæå (20)), òàê ÷òî âñå �óíêöèè fi(�)ðåãóëÿðíû, à èõ ðàçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íóëåâîãî÷ëåíà. Ïîäñòàíîâêà (17) â (11)�(14) äàåòg = �f0(�)� �d=2 f4(�);�(g)g = d� 2� [ln f4(�)℄01� � [ln f0(�)℄0 ;�(g) = �2� [ln f0(�)f2(�)℄01� � [ln f0(�)℄0 ; (18)�2(g) = �2 (1 + � [ln f2(�)℄0)2 + 1� �2 [ln f2(�)℄00(1� � [ln f0(�)℄0) (1 + � [ln f2(�)℄0) :Â ïðåäåëå � ! 0 ëåãêî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêè��-�óíêöèé [2℄�(g) = dg; �(g) = 0; �2(g) = �4 (g !1): (19)Äëÿ ïðîñòîé ãèïåðêóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñî âçàèìî�äåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëî�æåíèÿ �óíêöèé (16) ïðè d = 4, n = 1 èìåþò âèä [18℄�2 = 1 + 16�+ 224�2 + : : : ;�2 = 16�+ 512�2 + 33920=3�3+ : : : ; (20)�4 = �2� 128�� 4672�2 � : : :Ïîäñòàíîâêà â (18) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå��-�óíêöèé ïî ñòåïåíÿì g�2=d, è â ÷àñòíîñòè � áî�ëåå òî÷íóþ àñèìïòîòèêó äëÿ �(g):�(g) = 169 1g ; g !1: (21)Óíèâåðñàëüíîñòü ýòîé àñèìïòîòèêè íå ïðîâåðÿëàñü,è ñòðîãî ãîâîðÿ îíà îòíîñèòñÿ ê óêàçàííîé ìîäåëè.Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ 14 ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ(20), ïðèâåäåííûå äëÿ n = 1 â òàáë. 5, 8, 11 ðàáî�òû [18℄.8 ÆÝÒÔ, âûï. 2 321



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 20113. ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÜ ÔÀÇÎÂÎ�Î ÏÅ�ÅÕÎÄÀ3.1. Îáùàÿ ñòðàòåãèÿÏðèìåíåíèå âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ðÿäîâ ê èñ�ñëåäîâàíèþ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îñíîâàíî íàñëåäóþùåì. Ïóñòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà F (�) èìååòâáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà �
 = 1=T
 ñòåïåííîå ïîâåäå�íèå F / (T � T
)�� / (�
 � �)��: (22)Òîãäà ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî � îãðàíè�÷åí âåëè÷èíîé �
. Â àêòóàëüíûõ ñëó÷àÿõ �
 îêàçû�âàåòñÿ áëèæàéøåé ñèíãóëÿðíîñòüþ ê íà÷àëó êîîð�äèíàò, ÷òî îáëåã÷àåò åå èññëåäîâàíèå. Ëåãêî âèäåòü,÷òî äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé(lnF )0 = F 0F � ���� �
 (23)áëèæàéøàÿ îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþ�ñîì ñ âû÷åòîì �� è ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ñ ïî�ìîùüþ ïàäå-àïïðîêñèìàöèè. Ïàäå-àïïðîêñèìàíòà[M=N ℄ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïîëèíîìîâ ñòå�ïåíè M è N(lnF )0 = PM (�)QN(�) = p0 + p1�+ : : :+ pM�M1 + q1�+ : : :+ qN�N ; (24)êîý��èöèåíòû êîòîðûõ ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáûâîñïðîèçâîäèòü ïåðâûå M + N + 1 êîý��èöèåí�òîâ ðàçëîæåíèÿ (lnF )0 ïî �. Èçâåñòíî, ÷òî ïà�äå-àïïðîêñèìàíòû õîðîøî ïðåäñêàçûâàþò áëèæàé�øèå îñîáåííîñòè àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè, åñëèïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè [5, 19℄.Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äèàãîíàëüíûå (M = N) èëèêâàçèäèàãîíàëüíûå (M � N) àïïðîêñèìàíòû, äëÿêîòîðûõ ñõîäèìîñòü ê ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèèäîêàçàíà ïðè íàèáîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ñòðàòåãèè â ÷åòûðåõìåðíîìñëó÷àå çàòðóäíÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ëîãàðè�ìè÷å�ñêèõ ïîïðàâîê ê ñêåéëèíãó [4; 17℄:�2 � ��1j ln � jp; �2 � �2�2 � ��1j ln � jp;�4 � ��4j ln � j4p�1; p = � �1�2 = n+ 2n+ 8 ; (25)ãäå � � (�
� �) � ðàññòîÿíèå äî ïåðåõîäà, à ïîêàçà�òåëü p îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ��-�óíêöèé: �(g) = �2g2 + �3g3 + : : : ;�(g) = Æ2g2 + Æ3g3 + : : : ; (26)�2(g) = �1g + �2g2 + : : : ;

ãäå �2 = S4 n+ 82 ; �3 = �S24 9n+ 424 ;Æ2 = S24 n+ 28 ; �1 = �S4 n+ 22 (27)è S4 = 1=8�2. Äëÿ ââåäåííûõ �óíêöèé fi èìååì èç�îðìóë (25)f0 � � j ln � j�p; f2 � ��1j ln � jp;f4 � ��2j ln � j2p�1: (28)Îòìåòèì åùå ïîâåäåíèå çàðÿäà g,g = 
0j ln � j ; 
0 = 2�2 (� ! 0); (29)äëÿ êîòîðîãî êîý��èöèåíò ïðè ëîãàðè�ìè÷åñêîììíîæèòåëå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Ïðè óñëîâèèñïðàâåäëèâîñòè �îðìóë (28) è (29) ïàðàìåòðè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå (18) àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò ðå�çóëüòàòû �(g) = �2g2, �(g) = 0 � g, �2(g) = �1g, ò.å.ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå ��-�óíêöèé ïðè ìàëûõ g.Îáúåêòèâíàÿ ïðîâåðêà ñîîòíîøåíèé (25) äëÿ ðå�øåòî÷íûõ ìîäåëåé ïðîâîäèëàñü âî ìíîãèõ ðàáî�òàõ [6�15℄. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [6, 7℄ óáåäèòåëüíîïîêàçàíî, ÷òî âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ðÿäû äëÿ ìîäå�ëè Èçèíãà ïîçâîëÿþò íàäåæíî ïðåäñêàçàòü çíà÷åíèåïîêàçàòåëÿ p. Ñîîòíîøåíèå (29) ñ óäîâëåòâîðèòåëü�íîé òî÷íîñòüþ ïîäòâåðæäåíî â ðàáîòàõ [7, 9℄. Óæåýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïîëîæèòåëüíî îòâåòèòüíà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé âî ââåäåíèè: ïàðàìåòðè÷å�ñêîå ïðåäñòàâëåíèå (18) äàåò ïðàâèëüíûå ðåçóëüòà�òû äëÿ ��-�óíêöèé â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè.3.2. Íóëåâîå ïðèáëèæåíèåÏàäå-àíàëèç ñîîòíîøåíèé (28) ïðîâîäèòñÿ ìå�òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â íóëåâîìïðèáëèæåíèè ìû èãíîðèðóåì ëîãàðè�ìè÷åñêèå ìíî�æèòåëè è îáðàáàòûâàåì �óíêöèè fi â ïðåäïîëîæå�íèè èõ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè îò � . �åçóëüòàòû òà�êîãî àíàëèçà, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ïîêàçûâàþò ñó�ùåñòâåííîå îòëè÷èå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè îò òî÷íûõ(ñì. (28)) è äàþò ãðóáóþ îöåíêó êðèòè÷åñêîé òî÷êè:�
 = 0:07476�0:07490:Áîëåå òî÷íóþ îöåíêó �
 ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè çà�ìåòèòü [6℄, ÷òî â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå èìååì p = 1=3,òàê ÷òî êîìáèíàöèÿ �4=�2 � f4f2 âåäåò ñåáÿ êàê��3 è íå ñîäåðæèò ëîãàðè�ìîâ. Êàê ÿñíî èç òàáë. 2,ïàäå-àíàëèç ýòîé âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíî äàåò ïî�êàçàòåëü ñòåïåíè, áëèçêèé ê òî÷íîìó, à ñîîòâåòñòâó�þùàÿ îöåíêà �
,�
 = 0:07481� 0:07487; (30)322



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè òåîðèè '4 : : :Òàáëèöà 1. Ïîëîæåíèå ïîëþñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòè÷åñêîé òî÷êå �
, è âû÷åò â íåì (â ñêîáêàõ) äëÿ ïàäå-àïïðîêñèìàíò [N=N ℄ �óíêöèé [ln fi(�)℄0N [ln f0(�)℄0 [ln f2(�)℄0 [ln f4(�)℄02 0.07519 (1.130) 0.07510 (�1:113) 0.07442 (�1:832)3 0.07521 (1.131)� 0.07543 (�1:085) 0.07419 (�1:814)4 0.07502 (1.116) 0.07497 (�1:101) 0.07476 (�1:879)5 0.07480 (1.063) 0.07513 (�1:103) 0.07477 (�1:881)6 0.07486 (1.082) 0.07490 (�1:088) 0.07476 (�1:879)Ïðèìå÷àíèå. Â òàáë. 1�4 çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû äå�åêòíûå àïïðîêñèìàíòû. ¾Äå�åêòîì¿ â ïàäå-àíàëèçåíàçûâàþò ïîÿâëåíèå ïàðû áëèçêèõ ïî âåëè÷èíå ïîëþñà è êîðíÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïà�äå-àïïðîêñèìàíòà �àêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê àïïðîêñèìàíòå áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Äå�åêòíîñòü àïïðîêñèìàíòûìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîòåðå òî÷íîñòè è ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ åå äèñêðèìèíàöèè.Òàáëèöà 2. Ïîëîæåíèå ïîëþñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòè÷åñêîé òî÷êå, è âû÷åò â íåì (â ñêîáêàõ) äëÿ ðàçëè÷íûõïàäå-àïïðîêñèìàíò �óíêöèè [ln f4f2)℄0N [N + 1=N ℄ [N=N ℄ [N=N + 1℄2 0.07418 (�2:871) 0.07461 (�2:936) 0.07558 (�2:963)3 0.07488 (�2:993) 0.07450 (�2:923) 0.07465 (�2:946)4 0.07486 (�2:988) 0.07485 (�2:986) 0.07486 (�2:988)5 0.07487 (�2:989) 0.07486 (�2:987)* 0.07491 (�2:998)�6 0.07481 (�2:970) 0.07484 (�2:983) 0.07483 (�2:978)ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè îêîí÷àòåëüíîé è ëèøü íåìíîãîóòî÷íèòñÿ â äàëüíåéøåì. Öåíòðàëüíîå çíà÷åíèå(30) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì �
 == 0:074834(15), ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [6℄ â ðåçóëüòàòåáîëåå èçîùðåííîé îáðàáîòêè.3.3. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèåÂ ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåìf0 = ~f0j ln � j�p; f2 = ~f2j ln � jp;f4 = ~f4j ln � j2p�1 (31)è ïîäâåðãàåì ïàäå-àíàëèçó �óíêöèè ~fi. Ïîñêîëüêóñîîòíîøåíèå � = A(�
 � �) ñîäåðæèò íåóíèâåðñàëü�íûé ìíîæèòåëü A, ìîæíî ïðèíÿòüj ln � j = A0 � ln�1� ���
� ; (32)ãäå ñâîáîäíûé ïàðàìåòð A0 è ïðîáíîå çíà÷åíèå ��
äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òî÷íîéïîäãîíêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè è ïîëó÷åíèÿ ñàìîñî�ãëàñîâàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ �
. Êàê ÿñíî èç òàáë. 3,

òàêàÿ ïîäãîíêà íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìû, à õîðî�øèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïîëó÷àþò�ñÿ â øèðîêîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé A0. Îïòèìàëüíûåçíà÷åíèÿ A0 ëåæàò â èíòåðâàëå 0.13�0.63, à íîâàÿîöåíêà êðèòè÷åñêîé òî÷êè�
 = 0:07483�0:07489ëèøü ñëåãêà ñäâèíóòà ïî ñðàâíåíèþ ñ (30). �åçóëü�òàòû äëÿ êîíñòàíòû 
0 â ñîîòíîøåíèè (29) ïðåäñòàâ�ëåíû íà ðèñ. 1à: îíè áëèçêè ê òåîðåòè÷åñêîìó çíà�÷åíèþ 
th0 = 35:09, íî îêàçûâàþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèâûøå åãî.Àíàëîãè÷íûå íåòî÷íîñòè â îïðåäåëåíèè 
0 íà�áëþäàëèñü â äðóãèõ ðàáîòàõ. Èñïîëüçîâàíèå êîí�ñòàíò A, B, D äëÿ ïðîñòîé ãèïåðêóáè÷åñêîé ðåøåò�êè èç òàáë. 5 ðàáîòû [7℄ äàåò îöåíêó 
0 = B=A2D4 == 142:8 âìåñòî òåîðåòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà 105.2, îò�íîñÿùåãîñÿ ê èñïîëüçóåìîé íîðìèðîâêå. Åùå áîëååõóäøàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [10℄; ñîâñåì ïëî�õèå ðåçóëüòàòû (ðàñõîæäåíèå â 9 è 18 ðàç) ïîëó÷àþò�ñÿ äëÿ äðóãèõ ðåøåòîê [7℄. Óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ ïðî�âåðêà ñîîòíîøåíèÿ (29) äåêëàðèðîâàíà â ðàáîòå [9℄,323 8*
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ḡ�èñ. 1. à) Çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû 
0 â ñîîòíîøåíèè (29) îò ïàðàìåòðàA0 â ãëàâíîì ëîãàðè�ìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè;á ) çàâèñèìîñòü 
0 îò �g âî âòîðîì ëîãàðè�ìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèÒàáëèöà 3. Ïàäå-àíàëèç �óíêöèé ~fi(�), ââåäåííûõ ñîãëàñíî �îðìóëå (31)A0 [ln ~f0(�)℄0 [ln ~f2(�)℄0 [ln ~f4(�)℄0[6/6℄, ��
 = 0:074842 [6/6℄, ��
 = 0:074834 [6/5℄, ��
 = 0:0748902.0 0.07491 (1.037)� 0.07486 (�1:023) 0.07488 (�1:968)�1.0 0.07487 (1.018) 0.074844 (�1:007) 0.07493 (�1:989)�0.625 � 0.074834 (�1:00005) �0.5 0.074855 (1.0085) 0.07482 (�0:996) 0.07477 (�1:960)0.25 0.074846 (1.0029) 0.07475 (�0:973) 0.07488 (�1:996)0.2 � � 0.074890 (�1:9994)0.13 0.0748420 (1.00005) � �0.1 0.074840 (0.9993) 0.07483 (�0:990)� 0.07490 (�2:0044)0.06 0.07487 (1.0033) 0.07482 (�0:988)� 0.07491 (�2:0063)â êîòîðîé ïðîâåðÿëîñü íå ñàìî ñîîòíîøåíèå (29), àåãî ñëåäñòâèå dg�1=d ln � = 1=
0; ïðè ýòîì öåíòðàëü�íîå çíà÷åíèå 
0 ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 1à, àñîãëàñèå ñ òåîðèåé äîñòèãíóòî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿíåîïðåäåëåííîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïðîèñõîäÿùåãî èç-çàäè��åðåíöèðîâàíèÿ.3.4. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå�åçóëüòàòû (25), (28) ïîëó÷åíû â ãëàâíîì ëîãà�ðè�ìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Âî âòîðîì ëîãàðè�ìè�÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ñì. Ïðèëîæåíèå A) îíè ïðè�íèìàþò âèäf0 = h0�(fsing)�p; f2 = h2��1(fsing)phsing ;f4 = h4 ��2 (fsing)2p�1; (33)ãäå �óíêöèè hi(�) ðåãóëÿðíû ïðè � ! �
, à ñèíãó�ëÿðíûå �óíêöèè âûáðàíû â âèäåfsing(�) = 1� �g ln � + s�g ln (1� �g ln �) ; (34)

hsing(�) = 1 + q �gfsing(�) ; � = 1� ��
 ; (35)ãäå s = 2�3�22 � �1�2 = n2 � 8n� 68(n+ 8)2 ;q = 2Æ2�22 = n+ 2(n+ 8)2 : (36)Îñíîâíîå îòëè÷èå îò �îðìóë (28) ñâîäèòñÿ ê çà�ìåíå j ln � j íà j ln � j + s ln j ln � j ñ èçâåñòíûì ïà�ðàìåòðîì s; íåîäíîçíà÷íîñòü íîðìèðîâêè � ïðè�âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ êîìáèíàöèéA+ j ln � j+ s ln(B+ j ln � j), ãäå êîíñòàíòû A è B ðàç�ëè÷íû äëÿ ðàçíûõ �óíêöèé; �îðìàëüíî ïîñëåäíèåíå âëèÿþò íà õàðàêòåð ñèíãóëÿðíîñòè, îäíàêî èõíåóäà÷íûé âûáîð ìîæåò ñèëüíî èñêàçèòü ðåçóëüòà�òû. Âî èçáåæàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ïîäãîíî÷íûõ ïà�ðàìåòðîâ ìû ïðèíÿëè äëÿ fsing(�) �óíêöèîíàëüíóþ�îðìó, ñëåäóþùóþ èç òåîðèè âîçìóùåíèé. �àçóì�íîñòü òàêîãî âûáîðà, íà íàø âçãëÿä, îïðåäåëÿåòñÿ324



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè òåîðèè '4 : : :Òàáëèöà 4. Ïàäå-àíàëèç �óíêöèé ~fi(�), ââåäåííûõ ñîãëàñíî �îðìóëå (37)�g [ln ~f0(�)℄0 [ln ~f2(�)℄0 [ln ~f4(�)℄0[6/6℄, ��
 = 0:074843 [6/6℄, ��
 = 0:074840 [6/5℄, ��
 = 0:0748670.5 0.07492 (1.036)� 0.07488 (�1:024) 0.07487 (�1:968)�0.7 0.07488 (1.019)� 0.07485 (�1:0096) 0.07491 (�1:988)�0.85 � 0.074840 (�1:0008) �0.9 0.07485 (1.0052) 0.074836 (�0:998) 0.074877 (�1:994)0.99 0.074843 (1.00005) � �1.0 0.074842 (0.9995) 0.07483 (�0:994) 0.074865 (�1:997)1.06 � � 0.074867 (�2:0001)1.2 0.07482 (0.988) 0.07476 (�0:976)� 0.07488 (�2:010)ñëåäóþùèì. Ïàðàìåòð �g èìååò ñìûñë ÷èñëà �èíç�áóðãà è îïðåäåëÿåò ðàçìåð êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, âêîòîðîé ñóùåñòâåííû ëîãàðè�ìè÷åñêèå ïîïðàâêè;åãî îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò �èçè÷åñêèé èíòåðåñ, òàêêàê ÷èñëî �èíçáóðãà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ìàëûì äà�æå ïðè îòñóòñòâèè íà òî òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâàíèé.Ïðè ìàëûõ �g �óíêöèÿ fsing(�) ïî÷òè âåçäå áëèçêàê åäèíèöå, íî ðåçêî âîçðàñòàåò â îêðåñòíîñòè �
;ïðè íåóäà÷íîì âûäåëåíèè ñèíãóëÿðíîñòè ðåãóëÿð�íûå �óíêöèè hi(�) â �îðìóëå (33) îêàæóòñÿ áûñòðîìåíÿþùèìèñÿ â îêðåñòíîñòè �
 è áóäóò ïëîõî âîñ�ïðîèçâîäèòüñÿ ïàäå-àïïðîêñèìàíòàìè. Îäíàêî äëÿìàëûõ �g �îðìà (34) ÿâëÿåòñÿ �àêòè÷åñêè òî÷íîé,òàê ÷òî �óíêöèè hi(�) îêàçûâàþòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿí�íûìè. Ïðè �g & 1 �îðìà (34) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðà�âèëüíîé, íî â ýòîì ñëó÷àå íåòî÷íîñòü â âûäåëåíèèñèíãóëÿðíîñòåé íå ñòîëü êðèòè÷íà, òàê êàê �óíêöèÿfsing(�) ìåíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííî.Óíèâåðñàëüíûé âûáîð fsing(�) äëÿ âñåõ �óíêöèéâîçìîæåí â ïðåíåáðåæåíèè âêëàäàìè O(�g) íà �îíååäèíèöû (ñì. Ïðèëîæåíèå A), òàê ÷òî ó÷åò ìíîæè�òåëåé òèïà hsing(�), ñòðîãî ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðåâû�øåíèåì òî÷íîñòè. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òà�êèå ìíîæèòåëè èìåþò êà÷åñòâåííîå çíà÷åíèå è â�îðìóëå (33) îíè ó÷òåíû ¾ìèíèìàëüíûì¿ îáðàçîì:ïðè òàêîé çàïèñè êîìáèíàöèÿ f0f2 èìååò ïðàâèëü�íóþ ñèíãóëÿðíîñòü è îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíîå ïî�âåäåíèå �(g) ïðè ìàëûõ g; àíàëîãè÷íî, êîìáèíàöèÿf4f2 ïîëó÷àåòñÿ íå âïîëíå ñâîáîäíîé îò ëîãàðè�ìîâ,÷òî ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî ïîäïðàâèòü îòêëîíåíèÿ, íà�áëþäàåìûå â òàáë. 2.Åñëè �óíêöèè ~fi âìåñòî (31) ââåñòè ñîîòíîøåíè�ÿìè

f0 = ~f0 (fsing)�p; f2 = ~f2 (fsing)p hsing ;f4 = ~f4 (fsing)2p�1; (37)òî èõ ïàäå-àíàëèç ïðèâîäèò ê òàáë. 4; îöåíêà ïàðà�ìåòðà 
0 â �îðìóëå (29) èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 1á.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àêòóàëüíûé èíòåðâàë çíà÷åíèé �gîêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå óçêèì, ÷åì â ãëàâ�íîì ëîãàðè�ìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ãäå 1=A0 àíà�ëîãè÷íî �g). �àçáðîñ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé �g äëÿðàçíûõ �óíêöèé ñîñòàâëÿåò 0.85�1.06, ÷òî äàåò äëÿ
0 îöåíêó 
0 = 36:3� 1:8 (38)â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òåîðåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì35:09. Òî÷íîå çíà÷åíèå 
0 ðåàëèçóåòñÿ ïðè �g � 1:02(ðèñ. 1á ). Íàêîíåö, òàáë. 4 äàåò ìàêñèìàëüíî òî÷�íóþ îöåíêó êðèòè÷åñêîé òî÷êè�
 = 0:074840�0:074867; (39)äîñòóïíóþ â ïðåäåëàõ èìåþùåéñÿ èí�îðìàöèè. Âäàëüíåéøåì ïðèíèìàåì çíà÷åíèå �
 = 0:074850 èçñåðåäèíû èíòåðâàëà (39) è çíà÷åíèå �g = 1:020385,îáåñïå÷èâàþùåå òî÷íîå çíà÷åíèå 
0 äëÿ àïïðîêñè�ìàíòû [3=3℄.4. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄËß ��-ÔÓÍÊÖÈÉÏðîèçâîäíûå îò ñèíãóëÿðíûõ �óíêöèé ìîãóòáûòü çàïèñàíû â âèäå[ln fsing ℄0 = u1(�)�
� ; [ln fsing ℄00 = u2(�)(�
�)2 ;[ln hsing ℄0 = v1(�)�
� ; [ln hsing ℄00 = v2(�)(�
�)2 ; (40)325



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011ãäå u1(�) = �gfsing �1 + s�g1� �g ln � � ;u2(�) = �gfsing �1 + s�g1� �g ln � � s�g2(1� �g ln �)2��� u1(�)2; (41)v1(�) = � q�g2fsing(fsing + q�g) �1 + s�g1� �g ln � � ;v2(�) = � q�g2fsing(fsing + q�g) ��(1 + s�g1� �g ln � � s�g2(1� �g ln �)2�� � �gfsing + �gfsing + q�g��1 + s�g1� �g ln � �2) :Ïîäñòàâëÿÿ (33) â (18) ñ ó÷åòîì (40), ïîëó÷èì ïàðà�ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ��-�óíêöèé â âèäåg = H(�)�2fsing ; H(�) = h4h20;�(g)g = 2�
� �2� � [lnh4h20℄0�+ 2�u1�
� (1� � [lnh0℄0) + �(1 + pu1) ; (42)�(g) = �2�
��[lnh0h2℄0 � 2�v1�
� (1� �[lnh0℄0) + �(1 + pu1) ;�2(g) = �2�(�
�)2 �1� �2[lnh2℄00� ++ [�
� (1 + �[lnh2℄0) + �(1 + pu1 + v1)℄2 �� �2(1 + pu2 + v2)	�� f�
� (1� �[lnh0℄0) + �(1 + pu1)g�1 �� f�
� (1 + �[lnh2℄0) + �(1 + pu1 + v1)g�1 :Íåçàâèñèìî îò âèäà ðåãóëÿðíûõ �óíêöèé ïðè �! 0ïîëó÷àþòñÿ àñèìïòîòèêè (19), òîãäà êàê ïðè � ! 0èìååìg = 2�g�2 fsing ; �(g)g = 2�gfsing + 2(s� p)�g2f2sing ;�(g) = 2q�g2f2sing ; �2(g) = � 2p�gfsing ; (43)÷òî âîñïðîèçâîäèò â (26) äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëî�æåíèÿ äëÿ �(g) è ïåðâûå ÷ëåíû äëÿ �(g) è �2(g)1).1) Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòàìè �2, �3, Æ2, �1 èñ÷åðïûâà�åòñÿ èíâàðèàíòíàÿ (íå çàâèñÿùàÿ îò ñõåìû) èí�îðìàöèÿ îá��-�óíêöèÿõ è äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå ïðîöåäóðû (ïîñòðîå�íèå òðåòüåãî è ò. ä. ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ) òðåáóåòâû÷èñëåíèÿ ïîñëåäóþùèõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþ�ùåé ðåøåòî÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè.
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[2/3], [3/2], [3/3]

[6/6], [7/6], [6/7]�èñ. 2. �åãóëÿðíûå �óíêöèè H(�), [lnhi(�)℄0, ïî-ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïàäå-àïïðîêñèìàöèèÂ ïðåíåáðåæåíèè ÷ëåíàìè ñ � âûðàæåíèÿ (42) äà�þò äëÿ �� �óíêöèé ðåãóëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ ïî g(ðàçóìååòñÿ, íå âîñïðîèçâîäÿ ïðàâèëüíûõ êîý��è�öèåíòîâ), à ÷ëåíû ñ � äàþò ñèíãóëÿðíîñòü âèäàexp(�
onst=g), êîòîðàÿ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü èç-çà�àêòîðèàëüíîé ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìó�ùåíèé [20, 21℄. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ¾óìíûì¿ èîáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâàïðè g ! 0.Òî÷íîñòü âñåãî ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî�ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ �óíêöèé hi(�); èç ñî�îòíîøåíèé (33) äëÿ íèõ ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî�, ïî êîòîðîìó çàòåì ñòðîÿòñÿ ïàäå-àïïðîêñèìàíòû.Ïîñëåäíèå èìåþò ðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå íà èíòåðâà�ëå (0; �
), ïîñêîëüêó âñå ñèíãóëÿðíîñòè óæå âûäåëå�íû. Ïîëó÷åííûå ðåãóëÿðíûå �óíêöèè ïîêàçàíû íàðèñ. 2. Äëÿ �óíêöèé H(�) è [lnh0(�)℄0 âñå àïïðîê�ñèìàíòû äàþò ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòà�òû; äëÿ �óíêöèè [lnh4(�)℄0 èìåþòñÿ íåáîëüøèå ðàç�ëè÷èÿ â îêðåñòíîñòè �
 (ðèñ. 2). Ìåíåå óäîâëåòâî�ðèòåëüíà ñèòóàöèÿ ñ �óíêöèåé [lnh2(�)℄0, äëÿ êîòî�ðîé ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ïàäå-àïïðîêñèìàöèè ïðèâî�äèò ê íàðàñòàþùèì îòêëîíåíèÿì îò ðåãóëÿðíîãî ïî�âåäåíèÿ, ïðåäñêàçûâàåìîãî íèçøèìè àïïðîêñèìàí�òàìè. Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, â äîñòàòî÷íîé ëè ñòåïå�íè ñîøëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé èëèòàêèå îòêëîíåíèÿ áóäóò íàðàñòàòü è äàëüøå. Áî�326



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè òåîðèè '4 : : :ëåå òîãî, ýòè îòêëîíåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ àðòå�àê�òîì, ñâÿçàííûì ñ íåïîëíîé ñîãëàñîâàííîñòüþ â âû�äåëåíèè ñèíãóëÿðíîñòåé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî �óíê�öèÿ [lnh2(�)℄0 (â èñïîëüçóåìîì ïðèáëèæåíèè) ñîäåð�æèò îñòàòî÷íóþ ñèíãóëÿðíîñòü, êîòîðóþ ¾÷óâñòâó�þò¿ âûñøèå àïïðîêñèìàíòû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåïîâåäåíèå, ïðåäñêàçûâàåìîå àïïðîêñèìàíòàìè [3=3℄,[2=3℄, [3=2℄, ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå äîñòîâåðíûì. Êñ÷àñòüþ, ýòà äèëåììà ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà ñ ïî�ìîùüþ ðàçëîæåíèé ñèëüíîé ñâÿçè (ðàçä. 5), êîòî�ðûå îäíîçíà÷íî óêàçûâàþò íà ïðàâèëüíîñòü èñïîëü�çîâàíèÿ âûñøèõ ïàäå-àïïðîêñèìàíò è óäîâëåòâîðè�òåëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîâ. Â Ïðè�ëîæåíèè B ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû èñïîëüçóåìûõ àï�ïðîêñèìàíò äëÿ H(�), [lnhi(�)℄0, ÷òî ïîçâîëÿåò èñ�ïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (42) äëÿïðàêòè÷åñêèõ öåëåé.Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ óäîáíî èñïîëü�çîâàòü òàê íàçûâàåìóþ åñòåñòâåííóþ íîðìèðîâêóçàðÿäà, ïîëó÷àåìóþ ïóòåì çàìåíû g ! (16�2=3)gè ñîîòâåòñòâóþùóþ çàïèñè ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ ââèäå2) (16�2=4!)g0'4; òîãäà ïàðàìåòð a â àñèìïòî�òèêå Ëèïàòîâà 
aN�(N + b) [20, 21℄ ðàâåí åäèíèöåè áëèæàéøàÿ îñîáåííîñòü â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòèëåæèò íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäè�íàò [21℄, ÷òî îïðåäåëÿåò �óíêöèè, ìåíÿþùèåñÿ íàìàñøòàáå ïîðÿäêà åäèíèöû. Íà ðèñ. 3 ñïëîøíûìèêðèâûìè ïîêàçàíû ïîëó÷åííûå ��-�óíêöèè; øòðè�õîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòèêàì ñèëüíîéè ñëàáîé ñâÿçè. Âûõîä íà àñèìïòîòèêó ñèëüíîé ñâÿ�çè îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî çàòÿíóòûì, â ñîîòâåòñòâèèñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [22℄. Îäíàêî îòìå÷åííàÿ âýòîé ðàáîòå çàòÿíóòîñòü îäíîïåòëåâîãî çàêîíà äëÿ�-�óíêöèè íå ïîäòâåðæäàåòñÿ: îíà îêàçûâàåòñÿ àð�òå�àêòîì, ñâÿçàííûì ñ òåì, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷å�íèå �(g)=g ïîëó÷åíî â ðàáîòå [22℄ â íåñêîëüêî ðàçáîëüøèì, ÷åì íà ðèñ. 3 [1℄.×òîáû äàòü ïðåäñòàâëåíèå î òî÷íîñòè ïîñòðîå�íèÿ, ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè hi(�) çàìåíåíû íà êîíñòàí�òû; ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ âûïàäàåò âñÿêàÿ èí��îðìàöèÿ îá ýòèõ �óíêöèÿõ, òàê êàê [lnhi℄0 = 0, àïîñòîÿííîå çíà÷åíèå H(�) �èêñèðóåòñÿ ñîîòíîøåíè�2) Òðàäèöèîííàÿ çàïèñü g0'4=8 â n-êîìïîíåíòíîì ñëó÷àåìîòèâèðóåòñÿ òåì, ÷òî âåðøèíà �(4)��
Æ = gI��
Æ â íèçøåì ïî�ðÿäêå ðàâíà g0I��
Æ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîîòíîøåíèå g = g0ïðè g0 ! 0. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå òåíçîð I��
Æ ñâîäèòñÿ êòðåì è â îïðåäåëåíèå çàðÿäà âíîñèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òðîé�êà, ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå çàïèñûâàåòñÿ êàê g0'4=4!. Ýòà,íà ïåðâûé âçãëÿä, ëîãè÷íàÿ ìîòèâàöèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòèîêàçûâàåòñÿ èëëþçîðíîé, òàê êàê çàòðàâî÷íûé çàðÿä íå èìå�åò íèêàêîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà.

åì (29). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äàæå ïðè ïîëíîì îò�ñóòñòâèè èí�îðìàöèè î ðåãóëÿðíûõ �óíêöèÿõ äëÿ�(g)=g è �2(g) äîñòèãàåòñÿ òî÷íîñòü îêîëî 1%3). �å�àëüíàÿ íåòî÷íîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðíî íà 2 ïîðÿä�êà ìåíüøå, ÷åì îòëè÷èå ñïëîøíûõ êðèâûõ îò ïóíê�òèðíûõ, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíûå �óíêöèè (ðèñ. 2)îïðåäåëåíû íà óðîâíå ëó÷øå, ÷åì 10�2, çà èñêëþ�÷åíèåì îáëàñòè � > 0:8�
, ãäå îøèáêà äëÿ �óíêöèè[lnh2℄0 ìîæåò äîñòèãàòü 10%. Íî ýòà îáëàñòü ñîîòâåò�ñòâóåò çíà÷åíèÿì çàðÿäà g < 0:5 (ðèñ. 4), ãäå âëèÿ�íèå ðåãóëÿðíûõ �óíêöèé íåçíà÷èòåëüíî.5. �ÀÇËÎÆÅÍÈß ÑÈËÜÍÎÉ ÑÂßÇÈ�àñêëàäûâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (18) â ðÿäû ïî � è âû�ðàæàÿ � ÷åðåç g, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ �óíêöèé�(g)=g, �(g), �2(g) ñïðàâåäëèâû ðåãóëÿðíûå ðàçëî�æåíèÿ ïî g�2=d�(g)g = 1XN=0BN ��g�2=d�N è ò. ä. (44)Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äî N = 13, ïåðåñ÷è�òàííûå èç âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ðÿäîâ, ïðèâåäå�íû â òàáë. 54). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îòíîøåíèÿBN+1=BN ïðè èçìåíåíèè N îñòàþòñÿ îäíîãî ïî�ðÿäêà, ÷òî óêàçûâàåò íà êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìî�ñòè. Ïàäå-àíàëèç ðÿäîâ (44) äàåò ïîëþñà â îáëàñòèjg�1=2j � 0:1, êîòîðûå äëÿ áîëüøèíñòâà àïïðîêñè�ìàíò íå ëåæàò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè â ñîîò�âåòñòâèè ñ ðåãóëÿðíîñòüþ ��-�óíêöèé. ×òîáû ïî�ëó÷èòü ïðàâèëüíîå ñòåïåííîå ïîâåäåíèå ïðè g ! 0,íóæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàíòû [N=N + 2℄ äëÿ�(g)=g è �2(g) è àïïðîêñèìàíòû [N=N +4℄ äëÿ �(g).Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðåäñêàçûâàåò Æ2 ñ òî÷íîñòüþ îêî�ëî 20%, òîãäà êàê �2 è �1 îöåíèâàþòñÿ ëèøü ïî ïî�ðÿäêó âåëè÷èíû. Ïîýòîìó â îáëàñòè ìàëûõ g ñóììè�ðîâàíèå ðÿäîâ (44) äàåò ìåíåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû,÷åì îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà.Â îáëàñòè áîëüøèõ g âñå àïïðîêñèìàíòû äàþòïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòàòû; ñ òî÷íîñòüþîêîëî 1% òàêîå ñîâïàäåíèå ñîõðàíÿåòñÿ äî g = 0:53) Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â íàëè÷èè ïåðåä [lnhi℄0 (ñì. (42))ìíîæèòåëÿ ��
� = �(�
��), ìàëîãî êàê ïðè �! 0, òàê è ïðè�! �
; â ñåðåäèíå èíòåðâàëà � = �
=2 ýòîò ìíîæèòåëü ðàâåí�2
=4, òîãäà êàê ïðî÷èå ÷ëåíû èìåþò ïîðÿäîê �
. Ñ ó÷åòîì�
 � 1=15 ÿñíî, ÷òî âëèÿíèå ðåãóëÿðíûõ �óíêöèé íà �(g)=gè �2(g) íàõîäèòñÿ íà óðîâíå îêîëî 1%. Äëÿ �(g) ñèòóàöèÿäðóãàÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ â ÷èñëèòåëå ÷ëåíà ïîðÿäêà �
� .4) Ìû ïðèâîäèì �îðìàëüíî 14 çíàêîâ, êàê îíè äàþòñÿ êîì�ïüþòåðîì. Ôàêòè÷åñêè íà÷èíàÿ ñ N = 3 ïðîèñõîäèò ïîñòå�ïåííîå óõóäøåíèå òî÷íîñòè è ïðè N = 13 ïîñëåäíèå ÷åòûðåçíàêà íåíàäåæíû.327
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5 1510�èñ. 3. Ñïëîøíûå êðèâûå � ðåçóëüòàòû äëÿ ��-�óíêöèé. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû àñèìïòîòèêè ñèëüíîéè ñëàáîé ñâÿçè. Ïóíêòèðíûå ëèíèè � ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà ðåãóëÿðíûõ �óíêöèéhi(�), ïðè êîòîðîì âñÿ èí�îðìàöèÿ î íèõ âûïàäàåò èç óðàâíåíèé (42)(â åñòåñòâåííîé íîðìèðîâêå). Äëÿ �óíêöèé �(g) è�2(g) òàêèå îöåíêè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè âû�øå áîëåå òî÷íûìè ðåçóëüòàòàìè. Â ñëó÷àå �óíê�öèè �(g) ýòè îöåíêè îäíîçíà÷íî óêàçûâàþò, ÷òî äëÿ[lnh2℄0 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàíòû ìàêñè�ìàëüíî âûñîêîãî ïîðÿäêà, à ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòûïîäòâåðæäàþòñÿ íà óðîâíå îêîëî 1%. Ïî-âèäèìîìó,ðÿäû (44) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ý��åêòèâíî,íî èññëåäîâàíèå ýòîé âîçìîæíîñòè âûõîäèò çà ïðå�äåëû ðàáîòû.6. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÏîëó÷åííàÿ �-�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäå�ëåííîé è èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �(g) == 4g ïðè g ! 1. Ïî êëàññè�èêàöèè Áîãîëþáîâà è

Øèðêîâà [23℄ (ñì. îáñóæäåíèå â ðàáîòå [1℄) ýòî îçíà�÷àåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîíòèíóàëüíîé òåî�ðèè ñ êîíå÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì íà áîëüøèõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ. Ïîñëåäíèé âûâîä ïðîòèâîðå÷èò øèðîêîðàñïðîñòðàíåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì î ¾òðèâèàëüíî�ñòè¿ òåîðèè '4 [24�28℄. Ôàêòè÷åñêè, êàê îáñóæäà�ëîñü â ðàáîòàõ [1, 30℄, â ëèòåðàòóðå áûëè ñìåøàíûäâà îïðåäåëåíèÿ: òðèâèàëüíîñòè ïî Âèëüñîíó [24℄è òðèâèàëüíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå [25, 26℄.Åñëè ïåðâóþ ìîæíî ñ÷èòàòü òâåðäî óñòàíîâëåííîé(îíà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîñòè �-�óíêöèè),òî ñâèäåòåëüñòâà â ïîëüçó âòîðîé íåìíîãî÷èñëåí�íû [27℄ è äîïóñêàþò äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ [1, 30℄. Âðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî âûøå àíàëèçà ìîæíî êîí�ñòàòèðîâàòü, ÷òî â îòíîøåíèè ñâîéñòâ ðåøåòî÷íîéòåîðèè '4 ó íàñ íåò ïðîòèâîðå÷èé íè ñ îäíîé èçðàáîò, öèòèðîâàííûõ â [1, 30℄. Îäíàêî èìååòñÿ ïðî�328
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïåðåíîðìèðîâàííîãî çàðÿäà g (à) è ïåðåíîðìèðîâàííîé ìàññû m (á ) îò �=�
Òàáëèöà 5. Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì g�2=d äëÿ �óíêöèé �(g)=g, �(g) è �2(g)N �(g)=g �(g) �2(g)0 4.0000000000000 0.0000000000000 �4.00000000000001 �26.127890589687 0.0000000000000 26.1278905896872 106.66666666666 1.7777777777777 �60.4444444444443 �557.39499924665 �11.612395817638 81.2867707234724 3214.2222222221 29.708641975308 �44.8790123456955 �16396.702894504 22.708685154477 �1208.72137799576 67356.444444432 �961.13125612398 9071.19921614547 �139720.34647768 7188.4949076856 �49662.8786042418 �717634.37037244 �27680.892323840 197619.391915039 9878174.8209247 �7609.7703277375 �226822.0836412610 �59767955.489704 938372.27840847 �3873286.846552111 186179701.36334 �7226487.6363735 41826925.33479712 355069103.58896 27981910.625966 �249549251.3846013 �8851453360.7421 7407298.5714308 794136522.54618òèâîðå÷èå êîíöåïòóàëüíîãî õàðàêòåðà, êîòîðîå ìûõîòèì ïîä÷åðêíóòü: îíî îòíîñèòñÿ ê ðîëè è ìåñòóðåøåòî÷íîé òåîðèè.Îáû÷íàÿ òî÷êà çðåíèÿ èñõîäèò èç òîãî, ÷òî ðåøå�òî÷íàÿ òåîðèÿ '4 äàåò ðàçóìíîå ïðèáëèæåíèå äëÿèñòèííîé ïîëåâîé òåîðèè. Èç ýòîé èíòåðïðåòàöèèñëåäóåò åñòåñòâåííîå óñëîâèå � � a, ñîãëàñíî êî�
òîðîìó íà õàðàêòåðíîì ìàñøòàáå èçìåíåíèÿ ïîëÿ'(x) äîëæíî áûòü ìíîãî óçëîâ ðåøåòêè. Ýòî óñëîâèåìîæíî ëèáåðàëèçîâàòü äî � & a èëè óæåñòî÷èòü äî�=a!1. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîãîçàðÿäà ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèå g . 1 (â ¾åñòåñòâåí�íîé¿ íîðìèðîâêå) [28℄, âî âòîðîì (ñîîòâåòñòâóþùåìòî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà) � ðåçóëüòàò g = 0. Òàêèì329



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê îáû÷íûì óòâåðæäåíèÿì: âêîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå (�=m ! 1) òåîðèÿ òðèâè�àëüíà, òîãäà êàê ïðè íàëè÷èè îáðåçàíèÿ âçàèìîäåé�ñòâèå îãðàíè÷åíî ñâåðõó è íå ìîæåò áûòü ñèëüíûì.Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âåðõíåéîöåíêè ìàññû õèããñîâñêîãî áîçîíà [28, 29℄.Íàøà ïîçèöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåòî÷íàÿ òå�îðèÿ íå äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êàêîå-òî ïðè�áëèæåíèå ê èñòèííîé (õîòÿ ýòî è âîçìîæíî ïðèg0 � 1). Êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ â ïðèíöèïå íå ñîäåð�æèò íèêàêîé ðåøåòêè; ðåøåòêà æå âîçíèêàåò ëèøüâ çàòðàâî÷íîé òåîðèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãà�òåëüíîé êîíñòðóêöèåé è â äàëüíåéøåì ïîëíîñòüþóñòðàíÿåòñÿ. Çàòðàâî÷íàÿ òåîðèÿ íå èìååò �èçè÷å�ñêîãî ñìûñëà è íèêàêèå �èçè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ êíåé íåóìåñòíû. Åñëè æå îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ� & a, òî ïåðåíîðìèðîâàííûé çàðÿä ìîæåò ïðè�íèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå (ðèñ. 4). Âûñêàçàííàÿ êîí�öåïöèÿ íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ¾ïðàâè�ëàìè èãðû¿, ïðèíÿòûìè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîòàõ[25, 26℄, ñîãëàñíî êîòîðûì êîíòèíóàëüíûé ïðåäåëa ! 0 áåðåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ çàâè�ñèìîñòÿõ g0(a) è m0(a); ìû ïîä÷èíÿåì èõ óñëîâè�ÿì (5).Ôàêòè÷åñêè åäèíñòâåííàÿ àëüòåðíàòèâà ïåðòóð�áàòèâíîìó ïîäõîäó ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âñå âåëè÷è�íû, îòíîñÿùèåñÿ ê êîíòèíóàëüíîé òåîðèè, âûðàçèòü÷åðåç �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû. Ïîñëåäíèå çàâè�ñÿò îò g0, m0, � è ñ ó÷åòîì ðàçìåðíîñòè äëÿ çàðÿäà,ìàññû è ïðî÷èõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí Ai (íàáëþäàå�ìûõ, ��-�óíêöèé è ïð.) ïîëó÷èìg = Fg (g0;m0=�) ; m = �Fg (g0;m0=�) ;Ai = �diFi (g0;m0=�) ; (45)ãäå di � �èçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû Ai. Èçñîîòíîøåíèé (45) ÿñíî, ÷òî ðåàëüíîå íàçíà÷åíèå çà�òðàâî÷íîé òåîðèè � â òîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàïèñüèíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îð�ìå. Ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîîòíîøåíèÿâåëè÷èí g, m, Ai ìåæäó ñîáîé; ïàðàìåòðè÷åñêîå æåïðåäñòàâëåíèå íå èìååò ãëóáîêîãî ñìûñëà ïðîñòî âñèëó åãî íåîäíîçíà÷íîñòè � åãî ìîæíî çàïèñûâàòüâ ðàçíûõ �îðìàõ, ïåðåõîäÿ îò g0 è m0=� ê ëþáîéäðóãîé ïàðå ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ïîïûòêà ïðèäàòü�èçè÷åñêèé ñìûñë çàòðàâî÷íîé òåîðèè ñòàëêèâàåò�ñÿ ïðåæäå âñåãî ñ âîïðîñîì: ïî÷åìó êàêîé-òî îäíîéèç áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðèçàöèé íóæíîïðèäàâàòü îñîáîå çíà÷åíèå?Èñêëþ÷àÿ g0 è m0=� â ïîëüçó g è m=�, èìååìAi = mdi ~Fi (g;m=�) : (46)

Äëÿ ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ èñêëþ÷åíèå çàâè�ñèìîñòè îò � òðåáóåò ïåðåõîäà ê ïðåäåëó m=�! 0,êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîé òî÷êå è âîçâðà�ùàåò íàñ ê ¾íóëþ çàðÿäà¿. Îäíàêî öåíòðàëüíûé ìî�ìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèòóàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿíå èìååò ìåñòà â �îðìóëå (46): ïîñëå ïðåîáðàçîâà�íèÿ ê ìîäåëè Èçèíãà (ñïðàâåäëèâîì ïðè óñëîâèÿõ(5)) âñå �óíêöèè â �îðìóëàõ (45) çàâèñÿò îò îäíîãîïàðàìåòðà �, â ðåçóëüòàòå ÷åãî çàâèñèìîñòü îò m=�â (46) ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò5):Ai = mdiFi (g) : (47)Òåì ñàìûì ïðîãðàììà ïåðåíîðìèðîâîê ïîëíîñòüþâûïîëíåíà è íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäåëüíûõïåðåõîäîâ íå òðåáóåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî à) ìû ìî�æåì ñîõðàíèòü ðåøåòêó â çàòðàâî÷íîé òåîðèè (êàêóäîáíûé òåõíè÷åñêèé èíñòðóìåíò äëÿ ïðåäñòàâëå�íèÿ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ) è á) ñîîòíîøå�íèå m è � ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì, ÷òî îáåñ�ïå÷èâàåò äîñòèæèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ g(ðèñ. 4).Èçëîæåííîå ìû ñ÷èòàåì ðåàëüíîé ñõåìîé ïîñòðî�åíèÿ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè '4 ñ êîíå÷íûì âçàèìî�äåéñòâèåì. Ôàêòè÷åñêè âûøå óæå ïîëó÷åíû çàâèñè�ìîñòè g è m îò çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ (ðèñ. 4) èðåçóëüòàòû äëÿ ��-�óíêöèé (ðèñ. 3).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÂòîðîå ëîãàðè�ìè÷åñêîå ïðèáëèæåíèåÏðèâåäåì îñíîâíûå �îðìóëû, îòíîñÿùèåñÿ êîâòîðîìó ëîãàðè�ìè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ, íà îñíî�âå êîòîðûõ çàïèñàíî ïðåäñòàâëåíèå (33). Èñõîäèìèç óðàâíåíèÿ Êàëëàíà �Ñèìàí÷èêà â ñõåìå îáðåçà�íèÿ6)� �� ln � + �(g0) ��g0 � 
(g0)�F �g0; �m� = 0; (A.1)ãäå äëÿ �óíêöèè F ñïðàâåäëèâî ëîãàðè�ìè÷åñêîåðàçëîæåíèåF �g0; �m� = 1XN=0 gN0 NXK=0AKN �ln �m�K : (A.2)5) Â äåéñòâèòåëüíîñòè íèêàêîãî ÷óäà â ýòîì íåò, òàê êàêïåðåõîä ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó áûë ïðîâåäåí â ïðîöåññåïðåîáðàçîâàíèÿ ê ìîäåëè Èçèíãà [2℄, ÷òî îïðåäåëÿëîñü ïî�òðåáíîñòÿìè ïåðåíîðìèðîâàííîé (à íå çàòðàâî÷íîé) òåîðèè.6) Åãî îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (10) â äàííîì ñëó÷àå íå èìå�åò çíà÷åíèÿ, òàê êàê ïåðâûå êîý��èöèåíòû �2, �3, Æ2, �1 íåçàâèñÿò îò ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìû.330



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè òåîðèè '4 : : :Ïîäñòàíîâêà (A.2) â (A.1) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèé�(g0) = 1XM=2�MgM0 ; 
(g0) = 1XM=1 
MgM0ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿêîý��èöèåíòîâ AKN :�KAKN = N�K+1XM=1 [�M+1(N�M)�
M ℄AK�1N�M ;K = 1; 2; : : : ; N: (A.3)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ K áëèçêèõ ê N èìååì�NANN = [�2(N � 1)� 
1℄AN�1N�1; (A.4)� (N � 1)AN�1N = [�2(N � 1)� 
1℄AN�2N�1 ++ [�3(N � 2)� 
2℄AN�2N�2;� (N � 2)AN�2N = [�2(N � 1)� 
1℄AN�3N�1 ++ [�3(N � 2)� 
2℄AN�3N�2 ++ [�4(N � 3)� 
3℄AN�3N�3è ò. ä. Ïåðâîå óðàâíåíèå (A.4) ðåøàåòñÿ íåïîñðåä�ñòâåííî, ïîñëå ÷åãî ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ìîãóòáûòü ðåøåíû îäíî çà äðóãèì ìåòîäîì âàðèàöèè ïî�ñòîÿííîé.Âåðøèíà �(1;2). Äëÿ ýòîé âåðøèíû 
(g0) = �2(g0)è âñå êîý��èöèåíòû ANN îòëè÷íû îò íóëÿ, ïðè÷åìA00 = 1; ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (A.4) äàþòANN = (��2)N �(N + p)�(p)�(N + 1) ;p = �
1�2 = � �1�2 ; (A.5)AN�1N = (��2)N�1 �(N + p)�(1 + p)�(N) ��(p �3�2 N�1Xn=1 1n+ p +O(1)) :Ïîäñòàíîâêà â �îðìóëó (A.2) è ñóììèðîâàíèå ñîîò�âåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïîìîùüþ �îð�ìóë (1 + x)� = 1Xn=0 �(n� �)�(��)�(n+ 1) (�x)n; (A.6)(1+x)� ln(1+x) = 1Xn=0 �(n� �)�(��)�(n+ 1) (�x)n n�1Xk=0 1�� k

äàåò�(1;2) = �1 +O(g0) + �2g0 ln �m ++ g0�3�2 ln�1 + �2g0 ln �m���p : (A.7)×ëåíû O(g0), èìåþùèåñÿ çäåñü è â ïîñëåäóþùèõ âû�ðàæåíèÿõ, â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü.Ïåðåíîðìèðîâàííûé çàðÿä g óäîâëåòâîðÿåò óðàâ�íåíèþ (A.1) ñ 
(g0) � 0, òîãäà êàê â ðàçëîæåíèè(A.2) âñå êîý��èöèåíòû ANN ðàâíû íóëþ, à A01 = 1.Àíàëîãè÷íî (A.5) è (A.7) èìååìAN�1N = (��2)N�1 ;AN�2N = (��2)N�2 (N � 1)��(�3�2 N�1Xn=1 1n + O(1)) (A.8)è g = g0�1 + �2g0 ln �m++ g0�3�2 ln�1 + �2g0 ln �m���1 ; (A.9)÷òî ëåãêî ïîëó÷èòü è ïðîñòî èç óðàâíåíèÿ�åëë-Ìàííà �Ëîó.Ïåðåíîðìèðîâàííàÿ ìàññà. Â ïðåíåáðåæåíèèZ-�àêòîðîì òîæäåñòâî Óîðäà�(1;2) = ddm20 �(0;2) = ddm20 m2Z (A.10)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå dm20=dm2 = 1=�(1;2); èíòå�ãðèðîâàíèå ïî m2 ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ ñâîäèòñÿ êóìíîæåíèþ íà m2,m2 = (m20 �m2
)�1 + �2g0 ln �m + g0�3�2 �� ln�1 + �2g0 ln �m���p ; (A.11)ãäå m2
 � çíà÷åíèå m20, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå ïå�ðåõîäà. Ââîäÿ áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå äî ïåðåõîäà� / (m20 � m2
) è èñêëþ÷àÿ èòåðàöèîííûì îáðàçîìm èç ïðàâîé ÷àñòè, èìååìm2 = � �1 + �g ln 1� + s�g ln�1 + �g ln 1� ���p ;�g = �2g02 ; (A.12)331



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011Òàáëèöà 6. Ïàðàìåòðû ïàäå-àïïðîêñèìàöèè (24) ðåãóëÿðíûõ �óíêöèéH(�) [lnh0(�)℄0n pn qn pn qn0 0.166666 1.000000 �2:389114 1.0000001 2.173343 12.28756 39.93594 1.2189092 �8:874246 �6:056224 134.2565 �14:768063 103.5876 �124:8396 �1759:943 498.17624 0 0 14434.97 �2468:179[lnh2(�)℄0 [lnh4(�)℄0n pn qn pn qn0 2.416517 1.000000 5.530725 1.0000001 �50:63241 �3:794992 13.37787 21.094802 �345:9676 �201:7335 630.6971 57.283333 9156.772 738.3887 3430.220 252.19344 �1285:833 4787.275 0 10511.065 �267488:9 �26827:13 0 06 109199.7 363530.4 0 0ãäå s îïðåäåëåíî â �îðìóëå (36). Àíàëîãè÷íî, (A.9)ïðèìåò âèäg = 2�2 �� �g�1 + �g ln 1� + s�g ln�1 + �g ln 1� ���1 : (A.13)Z-�àêòîð óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (A.1) ñ
(g0) = ��(g0), à â ðàçëîæåíèè (A.2) A00 = 1,A01 = A11 = 0 è âñå êîý��èöèåíòû ANN ñ N � 2ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî (A.8) èìååì äëÿ N � 2AN�1N = A12 (��2)N�2 ;AN�2N = A12 (��2)N�2 (N � 1)��(��3�22 N�1Xn=2 1n +O(1)) ; (A.14)÷òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ äàåòZ = 1 + A12g0�2 � A12g0�2 �1 + �2g0 ln �m ++ g0�3�2 ln�1 + �2g0 ln �m���1 : (A.15)Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü A12 = �Æ2, âûðàæàÿ m ÷åðåç �

è îïóñêàÿ íåñóùåñòâåííûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü,èìååì ñ íóæíîé òî÷íîñòüþZ = 1 + 2Æ2�22 �g�1 + �g ln 1� ++ s�g ln�1 + �g ln 1� ���1 : (A.16)Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿK2~K2 = m2; K2K0 = Zm2 ; K4K0K22 = � gm4 (A.17)è ïîäñòàâëÿÿ (A.12), (A.13), (A.16), ïðèäåì ê �îðìó�ëàì (33) äëÿ fi(�). Îòëè÷èå Z-�àêòîðà îò åäèíèöûñîîòâåòñòâóåò ïîïðàâêàì ïîðÿäêà g0= ln � , êîòîðûìèìû ñèñòåìàòè÷åñêè ïðåíåáðåãàëè, è ñòðîãî ãîâîðÿ,ÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè. Îäíàêî áåç ó÷åòàZ-�àêòîðà êîìáèíàöèÿ f0f2 îêàæåòñÿ ðåãóëÿðíîé�óíêöèåé, ÷òî ïðèâåäåò ê íåïðàâèëüíîìó ïîâåäå�íèþ �(g) ïðè ìàëûõ g. Ïîýòîìó �óíêöèÿ hsing , ñî�îòâåòñòâóþùàÿ Z-�àêòîðó, ââåäåíà â �îðìóëàõ (33)ìèíèìàëüíûì îáðàçîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðàâèëüíîéñèíãóëÿðíîñòè â f0f2.332
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