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ÊÎÍÅ×ÍÎ-�ÀÇÌÅ�ÍÛÉ ÑÊÅÉËÈÍ� ÈÇÑÀÌÎÑÎ�ËÀÑÎÂÀÍÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈÈ. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 àïðåëÿ 2011 ã.Â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ñàìîñîãëàñîâàííîé òåîðèè ëîêàëèçàöèè Âîëüõàðäòà�Âîëü�ëå âûâî-äèòñÿ ïðîöåäóðà êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà, îñíîâàííàÿ íà ðàññìîòðåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ êâàçèîä-íîìåðíûõ ñèñòåì è èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â d-ìåðíîì ñëó÷àå.Ïîëó÷åííûå ñêåéëèíãîâûå �óíêöèè ïðè d = 2 è d = 3 õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðîòèâîðå÷èé ñ òåîðèåé Âîëüõàðäòà�Âîëü�ëå íà óðîâíåïåðâè÷íûõ äàííûõ. �åçóëüòàòû � = 1:3�1:6, îáû÷íî ïîëó÷àåìûå ïðè d = 3 äëÿ êðèòè÷åñêîãî èíäåêñà� ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè, ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî çàâèñèìîñòü L + L0 ñ L0 > 0 (L � ïîïåðå÷íûé ðàçìåðñèñòåìû) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê L1=� ñ � > 1. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé d � 4 ñïðàâåäëèâ ìîäè�èöèðîâàí-íûé ñêåéëèíã, äåìîíñòðèðóþùèé íåïðàâèëüíîñòü èñïîëüçóåìîé îáðàáîòêè ÷èñëåííûõ äàííûõ ïðè d = 4è d = 5, íî óñòàíàâëèâàþùèé äëÿ íåå êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì. Îáñóæäàþòñÿ ñëåäñòâèÿ äëÿ äðóãèõâàðèàíòîâ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑîâðåìåííàÿ ñèòóàöèÿ â èññëåäîâàíèè ïåðåõîäàÀíäåðñîíà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ðåçóëüòàòû ÷èñ�ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì. îáçîð [1℄) ïðîòèâîðå�÷àò âñåé ïðî÷åé èí�îðìàöèè î êðèòè÷åñêîì ïîâåäå�íèè [1�3℄. Íà íàø âçãëÿä, òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿíåäîïóñòèìîé, òàê êàê ïîäðûâàåò äîâåðèå ê àíàëè�òè÷åñêîé òåîðèè.Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîâîäèìîñòè � è êîððå�ëÿöèîííîãî ðàäèóñà �� / �s; � / j� j�� (1)(� � ðàññòîÿíèå äî ïåðåõîäà) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíîèç ñàìîñîãëàñîâàííîé òåîðèè ëîêàëèçàöèè Âîëüõàð�äòà �Âîëü�ëå [4, 5℄, êîòîðàÿ äàåò� = 8><>: 1=(d� 2); 2 < d < 4;1=2; d > 4;s = 1; 2 < d <1 (2)(ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà) è �àêòè÷åñêèñóììèðóåò âñå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Äåéñòâèòåëü�íî, âûðàæåíèå (2)*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

à) âûäåëÿåò çíà÷åíèÿ d
1 = 2 è d
2 = 4 êàê íèæ�íþþ è âåðõíþþ êðèòè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè, êîòîðûåèçâåñòíû èç íåçàâèñèìûõ ñîîáðàæåíèé (ñì. ïîäðîá�íåå [2, 6℄);á) ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé äëÿ d = 2 + � [7℄� = 1� + 0 � �0 + 0 � �1 +O(�2); (3)â) óäîâëåòâîðÿåò ñêåéëèíãîâîìó ñîîòíîøåíèþs = (d� 2)� [8℄ äëÿ d < d
2;ã) äàåò íå çàâèñÿùèå îò d êðèòè÷åñêèå èíäåêñûäëÿ d > d
2, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ òåîðèè ñðåäíåãîïîëÿ;ä) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè � = 1=2 [9, 10℄ ès = 1 [11℄ äëÿ d =1;å) ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòà�ìè s � 1, � � 1 äëÿ d = 3, ïîëó÷åííûìè èç èçìåðå�íèé ïðîâîäèìîñòè è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè [12, 13℄1).Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî òåîðèÿ Âîëüõàðä-òà �Âîëü�ëå êàê ìèíèìóì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéóäà÷íîå ïðèáëèæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îáùèì1) �àáîòà [13℄ îñîáåííî èíòåðåñíà, òàê êàê èçìåðåíèÿ âû�ïîëíåíû äëÿ íåâûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, ãäå âëèÿíèåâçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïðîêîíòðîëèðîâàòü.122



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíã : : :ïðèíöèïàì è âîñïðîèçâîäÿùåå âñå èçâåñòíûå ðå�çóëüòàòû. Áîëåå òîãî, âîçíèêàþò ïîäîçðåíèÿ, ÷òîðåçóëüòàò (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì [14℄2). Ýòî ïîä�òâåðæäàåòñÿ ðàáîòîé [16℄, ãäå îí âûâîäèòñÿ áåçìîäåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà îñíîâå ñèììåòðèéíîãîàíàëèçà.×òî êàñàåòñÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ [17�31℄, òîîíè ìîãóò áûòü ñóììèðîâàíû ýìïèðè÷åñêîé �îðìó�ëîé � � 0:8=(d � 2) + 0:5 [25℄, ñîäåðæàùåé î÷åâèä�íûå �óíäàìåíòàëüíûå äå�åêòû. Ïîçäíåéøèå òåí�äåíöèè â ÷èñëåííîì ñ÷åòå åùå áîëåå óñóãóáëÿþòñèòóàöèþ, ïðèâîäÿ ïðè d = 3 ê çíà÷åíèÿì � == 1:54 � 0:08 [24℄, � = 1:45 � 0:08 [26℄, � == 1:40� 0:15 [27℄, � = 1:57� 0:02 [29℄ è ò. ä.Íà íàø âçãëÿä, ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå ñåðüåçíûõäå�åêòîâ â èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìàõ.Êîíå÷íî, íåðàçóìíî ïîäâåðãàòü ñîìíåíèþ ïåðâè÷�íûå äàííûå, êîòîðûå íåçàâèñèìî âîñïðîèçâîäÿòñÿìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè; íî ìîæíî ñîìíåâàòüñÿ âñàìèõ àëãîðèòìàõ, ïîä êîòîðûìè íåò ñåðüåçíîé òå�îðåòè÷åñêîé îñíîâû. Òàê, ðåçóëüòàòû ìîãóò ñóùå�ñòâåííî èñêàæàòüñÿ çà ñ÷åò ãðóáîãî íàðóøåíèÿ ñêåé�ëèíãà [32℄ èëè ñóùåñòâîâàíèÿ áîëüøîãî ìàñøòàáàäëèíû [3; 33℄.Ïðåäëàãàåìûé íèæå ïîäõîä ñîñòîèò â ñëåäóþ�ùåì. Áóäåì èñõîäèòü èç ñïðàâåäëèâîñòè òåîðèèÂîëüõàðäòà �Âîëü�ëå (äëÿ ÷åãî èìåþòñÿ ðåàëüíûåîñíîâàíèÿ [16℄) è âû÷èñëèì âåëè÷èíû, êîòîðûå íåïî�ñðåäñòâåííî ¾èçìåðÿþòñÿ¿ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåí�òå. Ýòî ïîçâîëèò ïðîâåñòè ñîïîñòàâëåíèå íà óðîâíåïåðâè÷íûõ äàííûõ, ìèíóÿ ñîìíèòåëüíóþ ïðîöåäóðóîáðàáîòêè.Ìû îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì îäíîãî èç âà�ðèàíòîâ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà (finite-sizes
aling), îñíîâàííîãî íà ðàññìîòðåíèè âñïîìîãàòåëü�íûõ êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì [34℄. Òàê, âìåñòî áåñ�êîíå÷íîé òðåõìåðíîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñè�ñòåìà ñ ðàçìåðàìè L � L � Lz, ãäå Lz ! 1. Òàêàÿñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè îäíîìåðíà è ïîòîìó íå îáëà�äàåò äàëüíèì ïîðÿäêîì: ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèéêîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ �1D ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ïî�âåäåíèå �1D ïðè L ! 1 ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñóùå�ñòâîâàíèè �àçîâîãî ïåðåõîäà â 3D-ñèñòåìå, òàê êàê�1D=L!1 â �àçå ñ äàëüíèì ïîðÿäêîì è �1D=L! 0â �àçå ñ êîðîòêîäåéñòâèåì [32; 34℄. Îáû÷íî â ÷èñ�2) Ñîãëàñíî Âåãíåðó [15℄, ÷ëåí ïîðÿäêà �2 â �îðìóëå (3)êîíå÷åí è èìååò áîëüøóþ îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó. Îäíàêîýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ íóëü-êîìïîíåíòíîé �-ìîäåëè, ñî�îòâåòñòâèå êîòîðîé ñ èñõîäíîé íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìîé ìî�æåò áûòü îáîñíîâàíî ëèøü ïðè ìàëûõ �, òàê ÷òî ðàçëè÷èåìîæåò âîçíèêàòü â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïî �.
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñêåéëèíãîâîãî ïàðàìåòðà�1D=L îò ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà ñèñòåìû Lëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîñòóëèðóåòñÿ ñêåéëèíãîâîåñîîòíîøåíèå �1DL = F �L� � ; (4)ïðåäïîëàãàþùåå, ÷òî êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ � èñ�ñëåäóåìîé d-ìåðíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí�íûì ñóùåñòâåííûì ìàñøòàáîì äëèíû, òàê ÷òî L âõî�äèò ëèøü â êîìáèíàöèè L=�. Â ýòîì ñëó÷àå çàâèñè�ìîñòü �1D=L îò L èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1:â òî÷êå ïåðåõîäà îíà ïîñòîÿííà, òîãäà êàê âñå êðè�âûå ïðè � > 0 (è ñîîòâåòñòâåííî � < 0) ìîãóò áûòüñâåäåíû â îäíó óíèâåðñàëüíóþ êðèâóþ ïóòåì èçìå�íåíèÿ ìàñøòàáà. Ñîîòíîøåíèå (4) ïîçâîëÿåò èññëå�äîâàòü êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííîãî ðà�äèóñà; äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ çàâèñèìîñòè îò Läëÿ äâóõ çíà÷åíèé � è ñîâìåùàÿ êðèâûå ïóòåì èçìå�íåíèÿ ìàñøòàáà, ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå äâóõñîîòâåòñòâóþùèõ êîððåëÿöèîííûõ äëèí. Ïðîèçâîäÿýòó ïðîöåäóðó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé �0,�1, �2; : : : , ìîæíî óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü � îò � ñòî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî êîý��èöèåíòà.Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå(4) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî â ïðåäåëå áîëüøèõ� è L äëÿ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà d < 4, à âû�÷èñëåíèå ñêåéëèíãîâîé �óíêöèè F ïðè d = 2 è d == 3 îáíàðóæèâàåò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ðàçä. 3). Ýòî îçíà÷àåò,÷òî òåîðèÿ Âîëüõàðäòà �Âîëü�ëå ïîäòâåðæäàåòñÿíà óðîâíå ïåðâè÷íûõ ÷èñëåííûõ äàííûõ. Â ðàçä. 4âûÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó çíà÷åíèå èíäåêñà � â òðåõìåð�íîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå åäèíèöû: â îêðåñòíî�ñòè ïåðåõîäà ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð �1D=L âåäåò123



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012ñåáÿ êàê �(L + L0) ñ L0 > 0, ÷òî ïðè îáû÷íîé îáðà�áîòêå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê �L1=� ñ � > 1.Äëÿ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé ñîîòíîøåíèå (4) íåìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì, ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü íàóðîâíå òåîðåìû. Çàäà÷à î ïåðåõîäå Àíäåðñîíà ìà�òåìàòè÷åñêè òî÷íî ñâîäèòñÿ ê òåîðèè �4 [6; 35�37℄,êîòîðàÿ íåïåðåíîðìèðóåìà ïðè d > 4 [38, 39℄. Ïî�ýòîìó ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì�íîìó ìàñøòàáó äëèíû) íå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí èçðåçóëüòàòîâ è � çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûìñóùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì. Îäíàêî óäàåòñÿ âûâå�ñòè ìîäè�èöèðîâàííûå ñêåéëèíãîâûå ñîîòíîøåíèÿ(ðàçä. 5) y = F (x); (5)ãäå y = �1DL � aL�(d�4)=3 ;x = �L � aL�(d�4)=3 ; d > 4 (6)è y = �1DL �ln�La���1=3 ;x = �L [ln(L=a)℄1=6[ln(�=a)℄1=2 ; d = 4; (7)óêàçûâàþùèå íà íåïðàâèëüíîñòü èíòåðïðåòàöèè÷èñëåííûõ äàííûõ ïðè d = 4 è d = 5 [1℄, íîïðåäëàãàþùèå êîíñòðóêòèâíóþ ïðîöåäóðó îáðàáîò�êè. Ìîäè�èöèðîâàííûé ñêåéëèíã ìîæíî âûâåñòèòàêæå äëÿ d = 4� �,y = �1DL � �1� (L=a)���1=3 ;x = �L [1� (L=a)��℄1=6[(�=a)� � 1℄1=2 �1=3(L=a)��=2 ; d = 4� �; (8)÷òî ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ�íîé îáðàáîòêè ïðè d = 3 äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòå�ìàòè÷åñêèõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ âîçìîæíûì ñóùå�ñòâîâàíèåì áîëüøîãî ìàñøòàáà äëèíû. Íàêîíåö, âðàçä. 6 îáñóæäàþòñÿ ñëåäñòâèÿ ïðîâåäåííîãî àíàëè�çà äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåé�ëèíãà.2. ÒÅÎ�Èß ÂÎËÜÕÀ�ÄÒÀ�ÂÎËÜÔËÅÒåîðèÿ Âîëüõàðäòà �Âîëü�ëå îñíîâàíà íà ñóùå�ñòâîâàíèè äè��óçèîííîãî ïîëþñà â íåïðèâîäèìîé÷åòûðåõõâîñòêå Ukk0(q):Ukk0(q) = Uregkk0 (q)+ F (k;k0;q)�i!+D(!;k+k0)(k+k0)2 ; (9)

âõîäÿùåé â óðàâíåíèå Áåòå �Ñîëïèòåðà è èãðàþùåéðîëü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà Wkk0 â êâàíòîâîì êè�íåòè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ïðåíåáðåãàÿ ïðîñòðàíñòâåí�íîé äèñïåðñèåé êîý��èöèåíòà äè��óçèè3) è èñ�ïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ òèïà � -ïðèáëèæåíèÿ, D // hUi�1, ãäå h: : : i� óñðåäíåíèå ïî èìïóëüñàì, ëåãêîïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ òåîðèè Âîëü�õàðäòà �Âîëü�ëåD � �U0 + F0 Z ddq�i! +D(!; q)q2 ��1 ; (10)êîòîðîå ìîæíî âûâåñòè ïóòåì ïðèáëèæåííîãî ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ Áåòå �Ñîëïèòåðà [4℄ èëè â ðåçóëüòàòåäåòàëüíîãî àíàëèçà ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ êâàíòîâî�ãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé [16℄. Åãî ìîæíî çàïèñàòüâ �èçè÷åñêè áîëåå íàãëÿäíîì âèäå, îöåíèâàÿ êîý���èöèåíòû äëÿ îáëàñòè ñëàáîãî áåñïîðÿäêà (÷òî àê�òóàëüíî äëÿ íèçøèõ ðàçìåðíîñòåé) è èìåÿ â âèäóñèòóàöèþ âáëèçè öåíòðà çîíû â ìîäåëè Àíäåðñîíà:E2W 2 = DDmin +�2�d Zjqj<� ddq(2�)d 1(�i!=D) + q2 ; (11)ãäå E � ýíåðãèÿ ïîðÿäêà øèðèíà çîíû, W � àì�ïëèòóäà áåñïîðÿäêà, � � ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ ïîèìïóëüñó, Dmin � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá êîý��èöè�åíòà äè��óçèè, ñîîòâåòñòâóþùèé ìîòòîâñêîé ìèíè�ìàëüíîé ïðîâîäèìîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòüñîäåðæèò áîëåå ñëîæíóþ �óíêöèþ W , íî ýòî íå áó�äåò ñóùåñòâåííî äëÿ äàëüíåéøåãî.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áàçîâûé èíòåãðàëI(m) = Zjqj<� ddq(2�)d 1m2 + q2 ; (12)äëÿ êîòîðîãî ïðè m� � ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòûI(m) = 8>>>>>><>>>>>>: 
d=m2�d; d < 2;
2 ln(�=m); d = 2;I(0)� 
dmd�2; 2 < d < 4;I(0)� 
4m2 ln(�=m); d = 4;I(0)� 
dm2�d�4; d > 4; (13)3) Âîçìîæíîñòü ýòîãî îáîñíîâàíà â ðàáîòå [16℄. Ïîïûòêèñâÿçàòü ïðîñòðàíñòâåííóþ äèñïåðñèþ êîý��èöèåíòà äè��ó�çèè ñ ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòüþ âîëíîâûõ �óíêöèé [41℄ èãíîðè�ðóþò êîìïëåêñíîñòü êîý��èöèåíòà äè��óçèè è ñëîæíóþ ïå�ðåñòðîéêó åãî àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû âáëèçè ïåðåõîäà [42℄.124



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíã : : :ãäå 
d =8>>>>>><>>>>>>: �Kd=(2 sin(�d=2)); d < 2;1=2�; d = 2;�Kd=j2 sin(�d=2)j; 2 < d < 4;1=(8�2); d = 4;Kd=(d� 4); d > 4 (14)è Kd = �2d�1�d=2�(d=2)��1 � ïëîùàäü åäèíè÷�íîé ñ�åðû â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äåëåííàÿ íà(2�)d. Ìåòàëëè÷åñêèé ðåæèì âîçìîæåí ëèøü ïðèd > 2, êîãäà çíà÷åíèå I(0) êîíå÷íî. Ïðèíèìàÿ, ÷òîD = 
onst > 0 ïðè ! ! 0 è ââîäÿ ðàññòîÿíèå äîïåðåõîäà � , èìååìD = Dmin �; � = E2W 2 � I(0)�2�d; (15)ò. å. èíäåêñ ïðîâîäèìîñòè s ðàâåí åäèíèöå â ñîîòâåò�ñòâèè ñ �îðìóëîé (2). Â äèýëåêòðè÷åñêîì ðåæèìåñïðàâåäëèâà ïîäñòàíîâêàD = �i!�2; � = m�1; (16)ãäå � � êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ. Òîãäà óðàâíåíèå(11) äàåò � � a E2W 2 ; d = 1;� � a exp�2� E2W 2� ; d = 2; (17)� � a j� j�� ; d > 2;ãäå � äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2). Â äàëüíåéøåì ïîëàãà�åì a = ��1, òàê ÷òî a ÿâëÿåòñÿ àòîìíûì ìàñøòàáîìäëèíû, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèì ñ ïîñòîÿííîéðåøåòêè.3. ÑÊÅÉËÈÍ�ÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ï�È D < 43.1. Îïðåäåëåíèå ñêåéëèíãîâûõ �óíêöèéÄëÿ îïèñàíèÿ êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì áàçîâûéèíòåãðàë (12) äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäåI(m) = 1Ld�1 Xjq?j<� �Z�� dqjj2� 1m2 + q2jj + q2? ;m�1 = �1D ; (18)ãäå âìåñòî èñõîäíîãî d-ìåðíîãî âåêòîðà q == (q1; q2; : : : ; qd) ââåäåíû åãî ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëü�íàÿ êîìïîíåíòûq? = (q1; q2; : : : ; qd�1); qjj = qd; (19)

ïðè÷åì ïåðâàÿ ñ÷èòàåòñÿ äèñêðåòíîé. ×ëåí ñ q? = 0èìååò ðàñõîäèìîñòü m�1 ïðè m! 0, ââèäó êîòîðîéñèñòåìà âñåãäà îêàçûâàåòñÿ â ëîêàëèçîâàííîì ðåæè�ìå.Ïðîèíòåãðèðóåì ïî qjj è ïðîâåäåì ñëåäóþùååðàçáèåíèå:I(m) = 1Ld�1 1�m ar
tg �m + 1�Ld�1 �� Xq? 6=0jq?j<�  1pm2 + q2? ar
tg �pm2 + q2? �� 1jq?j ar
tg �jq?j�+ 1�Ld�1 Xq? 6=0jq?j<� 1jq?j �� ar
tg �jq?j � I1(m) + I2(m) + I3(0); (20)ãäå ìû âûäåëèëè ÷ëåí ñ q? = 0, à ê îñòàâøåéñÿ ñóì�ìå äîáàâèëè è âû÷ëè òàêóþ æå ñóììó ñ m = 0. Äëÿïåðâîãî ÷ëåíà èìååì, î÷åâèäíî,I1(m) = 1Ld�2 � 12mL +O � aL�� : (200)Âî âòîðîì ÷ëåíå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó � ! 1è ïîëîæèòü q? = 2�s=L, ãäå s = (s1; : : : ; sd�1) �âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè si == 0;�1;�2; : : : :I2(m) = 1Ld�2H0(mL) +O �m2�d�4� ;H0(z) = 14�Xs6=0 1pjsj2 + (z=2�)2 � 1jsj! : (21)Òðåòèé ÷ëåí ïðè L ! 1 ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïó�òåì ïåðåõîäà îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ.Ïðè êîíå÷íûõ L è d > 2 îí èìååò ñòðóêòóðóI3(0) == �d�2�b0 + b1 � aL�d�2 + b2 � aL�d�1 + : : :� : (22)Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëû (20)�(22) â óðàâíåíèå ñàìîñî�ãëàñîâàíèÿ (11), ïîëó÷èì ïðè d > 2�La�d�2 �� +O(m2a2)�+ O � aL� == b1 +H0(mL) + 12mL; (23)ãäå ìû ïîëîæèëè � = E2W 2 � b0; (24)125
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�èñ. 2. Ôóíêöèÿ H(z) ïðè b1 = 0 â äâóìåðíîì èòðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ÷òî ñîâïàäàåò ñ ïðåæíèì îïðåäåëåíèåì (15), òàê êàêb0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ I(0), âû÷èñëåííîìó â èí�òåãðàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Âûðàæàÿ � ÷åðåç êîððå�ëÿöèîííûé ðàäèóñ � èññëåäóåìîé d-ìåðíîé ñèñòåìû(��1=� � j� j = ��) è îïóñêàÿ ÷ëåíû, èñ÷åçàþùèåïðè a! 0, èìååì�
d�L� �d�2 = H � L�1D� ; (25)H(z) = b1 + 14�Xs6=0 1pjsj2 + (z=2�)2 � 1jsj!++ 12z ; (26)÷òî è äàåò ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå (4), ñâÿçûâàþ�ùåå �1D=L ñ �=L è ñîñòîÿùåå èç äâóõ âåòâåé.Ïðè d = 2 èìååì âìåñòî (22)I3(0) = 12� ln La + b1 + : : : (220)è ïîëàãàåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçä. 2E2W 2 = 12� ln �a ;÷òî äàåò 12� ln� �L� = H � L�1D� (27)ñ ïðåæíèì îïðåäåëåíèåì H(z). Ôóíêöèÿ H(z) ïðèd = 2 è d = 3 äëÿ b1 = 0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.

3.2. Äâóìåðíûé ñëó÷àéÏðè d = 2 ðîëü êîíñòàíòû b1 ñâîäèòñÿ ê èçìåíå�íèþ îáùåãî ìàñøòàáà � (ñì. íèæå) è ìîæíî ïîëî�æèòü b1 = 0. Ïðè z � 1 àñèìïòîòèêà H(z) îïðåäå�ëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â �îðìóëå (26), òîãäà êàêïðè z � 1 ñóììó â (26) ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîìH(z) =8>><>>: 12z ; z � 1;� 12� ln z + 
onst; z � 1: (28)Òîãäà â ïåðåìåííûõ y = �1D=L è x = �=L èìååìy = ( (1=�) lnx; x� 1;
onst � x; x� 1: (29)Çàâèñèìîñòü y îò x ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ íà�õîäèòñÿ ÷èñëåííî íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ (26), (27).Îïðåäåëåíèå �1D è � â òåîðèè Âîëüõàðäòà �Âîëü-�ëå íå ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â ÷èñ�ëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå �2 (è àíà�ëîãè÷íî �21D) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå hr2i äëÿ ëî�êàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ  (r) [16℄. Âî âòîðîì ñëó�÷àå èìååòñÿ â âèäó îïðåäåëåíèå ïî àñèìïòîòèêåexpf�r=�g êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé, òàê êàê �1Dâû÷èñëÿåòñÿ êàê âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ìèíèìàëüíî�ìó ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà; ìàñøòàá æå � â ÷èñëåí�íûõ èññëåäîâàíèÿõ âîîáùå ïðîèçâîëåí. Òàêèì îá�ðàçîì, ïðè ñîïîñòàâëåíèè òåîðèè ñ ÷èñëåííûì ýêñ�ïåðèìåíòîì îáùèå ìàñøòàáû �1D è � ïîäáèðàþòñÿèç ëó÷øåãî ñîãëàñèÿ, ÷òî â äâîéíûõ ëîãàðè�ìè÷å�ñêèõ êîîðäèíàòàõ ñâîäèòñÿ ê ïàðàëëåëüíîìó ñäâèãóâäîëü äâóõ îñåé; ñàìà æå �îðìà ñêåéëèíãîâîé êðè�âîé îïðåäåëÿåòñÿ áåç ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.Íà ðèñ. 3 ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü �1D=L îò�=L ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïèîíåðñêîé ðàáîòûÌàêêèííîíà è Êðàìåðà [18℄ è áîëåå ïîçäíåé ðàáîòûØðàéáåðà è Îòòîìåéåðà [19℄, êîòîðàÿ öèòèðóåòñÿêàê íàèáîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå äâóìåðíûõ ñè�ñòåì â ðàìêàõ îáñóæäàåìîãî àëãîðèòìà.3.3. Òðåõìåðíûé ñëó÷àéÂâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà I3(0)ïîäðàçóìåâàëî âûáîð îáðåçàíèÿ â âèäå öèëèíäðè�÷åñêîé îáëàñòè (jq?j < �, jqjjj < �). Íåòðóäíî îïðå�äåëèòü åãî òàêæå äëÿ ñ�åðè÷åñêîé (jqj < �) è êóáè�÷åñêîé (jqij < �) îáëàñòåéI(
ub)3 (0) = 12�2Ld�2 Xs6=0jsij<�L=2� 1jsj ar
tg� �L2�jsj� ;126
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�èñ. 3. Ñîïîñòàâëåíèå òåîðåòè÷åñêîé ñêåéëèíãîâîéêðèâîé äëÿ d = 2 ñ ÷èñëåííûìè äàííûìè ðàáîòûÌàêêèííîíà�Êðàìåðà [18, Fig. 2a℄ (à) è Øðàéáå-ðà �Îòòîìåéåðà [19, Fig. 4℄ (á )I(
yl)3 (0) = 12�2Ld�2 �� Xs6=0jsj<�L=2� 1jsj ar
tg� �L2�jsj� ; (30)
I(sph)3 (0) = 12�2Ld�2 �� Xs6=0jsj<�L=2� 1jsj ar
tg p(�L=2�)2 � jsj2jsj ! :Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî èìååì ÷èñëåííî

I3(0) =8><>: 0:0618�� 0:180L�1; êóá;0:0573�� 0:314L�1; öèëèíäð;0:0507�� 0:310L�1; ñ�åðà; (31)ò. å. çíà÷åíèå êîíñòàíòû b1 íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü�íûì, à çàâèñèò îò õàðàêòåðà îáðåçàíèÿ. Åå èçìåíå�íèå ïîçâîëÿåò äåëàòü ñêåéëèíãîâóþ êðèâóþ áîëååñèììåòðè÷íîé èëè ìåíåå ñèììåòðè÷íîé; îíà âûáè�ðàëàñü èç ëó÷øåãî ñîãëàñèÿ, õîòÿ åå èçìåíåíèå â èí�òåðâàëå (�0:3; 0) âëèÿëî íà ðåçóëüòàòû íå î÷åíü ñó�ùåñòâåííî4). Îáùèå ìàñøòàáû äëÿ � è �1D , êàê èâûøå, òåîðèåé íå �èêñèðóþòñÿ.Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêè äëÿ H(z)H(z) = 8><>: 1=2z; z � 1;�A(z � z�); z ! z�;�
dzd�2; z � 1; (32)èìååì â ïåðåìåííûõ y = �1D=L è x = �=Ly =8><>: 2
d=xd�2; y � 1;y� �B=xd�2; y ! y�;x; y � 1; (33)ãäå z� è y� = 1=z� � çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ z è y âêðèòè÷åñêîé òî÷êå. Òà æå çàâèñèìîñòü, íî â ïåðåìåí�íûõ y è 1=x, îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñêåéëèíãîâîãîïàðàìåòðà êàê �óíêöèè L (ðèñ. 1), äàâàÿ äâå áàçî�âûå êðèâûå, ê êîòîðûì ïóòåì èçìåíåíèÿ ìàñøòàáàñâîäÿòñÿ âñå çàâèñèìîñòè äëÿ � > 0 è � < 0:y = �1DL = 8><>: � �Ld�2; y � 1;y� + 
onst � �Ld�2; y ! y�;�=L; y � 1: (34)Íà ðèñ. 4 ïîëó÷åííûå ñêåéëèíãîâûå êðèâûå ñî�ïîñòàâëÿþòñÿ ñ ðàííèìè ðåçóëüòàòàìè Ìàêêèííî�íà è Êðàìåðà [18℄ è áîëåå òî÷íûìè ðåçóëüòàòàìèÌàðêîøà [1℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñîãëàñèå óäîâëåòâîðè�òåëüíîå, âî âòîðîì èìåþòñÿ ðàñõîæäåíèÿ íà óðîâíåäâóõ�òðåõ ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé. Íóæíî, îäíà�êî, èìåòü â âèäó, êàê ñòðîÿòñÿ ñêåéëèíãîâûå êðèâûå:çàâèñèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì � , ¾èçìåðÿ�þòñÿ¿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (Lmin; Lmax), à çàòåìïîäãîíÿþòñÿ äðóã ê äðóãó ïóòåì èçìåíåíèÿ ìàñøòà�áà (ðèñ. 5). Ïîëíàÿ ñêåéëèíãîâàÿ êðèâàÿ íèêîãäà íåâîçíèêàåò â îäíîì ýêñïåðèìåíòå: âñåãäà èçìåðÿåòñÿëèøü íåêîòîðûé åå îòðåçîê. Íà ðèñ. 4á âèäíî, ÷òî èç�ìåíåíèåì ìàñøòàáà âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè (÷òî4) Ïîäãîíêà ïðîâîäèëàñü âðó÷íóþ ïî íåñêîëüêèì ðåïåðíûìòî÷êàì è, âîçìîæíî, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.127
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�èñ. 4. Ñîïîñòàâëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ñêåéëèíãîâûõêðèâûõ äëÿ d = 3 ñ ÷èñëåííûìè äàííûìè ðàáî-òû Ìàêêèííîíà�Êðàìåðà [18, Fig. 2b℄ (à) è Ìàð-êîøà [1, Fig. 53, ñïðàâà℄ (á ). Â ïåðâîì ñëó÷àå èñ-ïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå b1 = �0:240, âî âòîðîì �b1 = �0:0718ñâîäèòñÿ ê ïàðàëëåëüíîìó ñäâèãó â ëîãàðè�ìè÷å�ñêèõ êîîðäèíàòàõ) ìîæíî óäîâëåòâîðèòåëüíî ïîäî�ãíàòü ïðàâóþ, ëåâóþ èëè ñðåäíþþ ÷àñòü êðèâîé. Ïî�ýòîìó íà óðîâíå ïåðâè÷íûõ äàííûõ íèêàêèõ ñåðüåç�

LLmaxLmin

ξ1D/L

�èñ. 5. Ïîñòðîåíèå ñêåéëèíãîâûõ êðèâûõíûõ ïðîòèâîðå÷èé ñ òåîðèåé Âîëüõàðäòà �Âîëü�ëåíå âîçíèêàåò.4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÑÈÒÓÀÖÈÈ ÄËß D = 3Âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âîïðîñ: åñëè òåîðèÿ Âîëü�õàðäòà �Âîëü�ëå óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ïåð�âè÷íûå äàííûå, òî ïî÷åìó âî âñåõ ÷èñëåííûõ èññëå�äîâàíèÿõ ïîëó÷àåòñÿ � > 1 ïðè d = 3?Èñòîðèÿ ýòîãî âîïðîñà âîñõîäèò ê äâóì ðàáîòàì[17℄ è [18℄ Ìàêêèííîíà è Êðàìåðà, îñíîâàííûì íàîäíîì è òîì æå ìàññèâå äàííûõ. Â ïåðâîé èç íèõïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò� = 1:2� 0:3; (35)ñîâìåñòèìûé ñî çíà÷åíèåì � = 1; âî âòîðîé ðàáîòåîí ïîäòâåðæäàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî ñïîñîáà îáðà�áîòêè, íî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèâîäèòñÿ ¾óòî÷íåí�íûé¿ ðåçóëüòàò � = 1:50� 0:05; (36)ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèé ñ íàèáîëåå ýêñòðåìàëü�íûìè çíà÷åíèÿìè ïîñëåäíåãî âðåìåíè. Ïåðâûéðåçóëüòàò îñíîâàí íà àíàëèçå ñêåéëèíãîâîé êðè�âîé, ñîâìåñòèìîñòü êîòîðîé ñ òåîðèåé Âîëüõàðä-òà �Âîëü�ëå î÷åâèäíà èç ðèñ. 4à è ïîäòâåðæäàåòñÿñàìèìè àâòîðàìè. Ïðè ýòîì îíè îòìå÷àþò, ÷òî âìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñêåéëèíãíåóäîâëåòâîðèòåëåí è ýòó îêðåñòíîñòü ïðèõîäèòñÿîòáðàñûâàòü ïðè îáðàáîòêå. Â äåéñòâèòåëüíîñòèýòî âïîëíå åñòåñòâåííî, òàê êàê â ìàëîé îêðåñòíî�ñòè ïåðåõîäà ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííû ïîïðàâêè êñêåéëèíãó (ñì. �îðìóëó (23)): ïîñëåäíèå õîòÿ èìàëû, íî äîëæíû ñðàâíèâàòüñÿ ñ ìàëîé âåëè÷èíîé� . Îäíàêî àâòîðû ñî÷ëè òàêóþ ñèòóàöèþ âíóòðåííåïðîòèâîðå÷èâîé è ïðåäëîæèëè äðóãîé ñïîñîá îá�ðàáîòêè, ñïåöèàëüíî îñíîâàííûé íà àíàëèçå òîé128



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíã : : :ìàëîé îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ñêåéëèíã îòñóòñòâóåò.Óæå íà ýòîì ýòàïå ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî âòîðîé ñïîñîáîáðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì êîíå÷�íîãî ðàçìåðà L íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî ðàáîòàòüëèøü â ðåæèìå � . L: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîíå÷�íîñòü ñèñòåìû èñêàæàåò êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè.Èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà ïîç�âîëÿåò ¾ïðûãíóòü âûøå ãîëîâû¿ è èññëåäîâàòü îá�ëàñòü � & L; íî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè òî�ãî, ÷òî ñêåéëèíã ñóùåñòâóåò òåîðåòè÷åñêè è õîðîøîïîäòâåðæäàåòñÿ ýìïèðè÷åñêè. Ïðè íàðóøåíèè ëþ�áîãî èç ýòèõ óñëîâèé ïðîäâèæåíèå â îáëàñòü áîëü�øèõ � ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì, à âñå ìàíèïóëÿöèèâ ýòîé îáëàñòè îêàçûâàþòñÿ íåóìåñòíûìè. Ïîñêîëü�êó îòñóòñòâèå ñêåéëèíãà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîéòî÷êè ïîäòâåðæäåíî ñàìèìè àâòîðàìè, óêàçàííûéâûâîä ñïðàâåäëèâ â îòíîøåíèè ðåçóëüòàòà (36). Ôàê�òè÷åñêè ýòî ÿñíî è ïðîñòî èç çäðàâîãî ñìûñëà: åñëèçíà÷åíèå � = 1 ñîâìåñòèìî ñî ñêåéëèíãîâîé êðèâîé,òî îíî òåì áîëåå ñîâìåñòèìî ñî âñåìè ïåðâè÷íûìèäàííûìè (ñì. êîíåö ðàçä. 3). �åçóëüòàòîì æå (36)ýòî çíà÷åíèå îòðèöàåòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, îí äîë�æåí êâàëè�èöèðîâàòüñÿ êàê íåïðàâèëüíûé.Îòìå÷åííûå òåíäåíöèè ïðîäîëæàëèñü â äðóãèõðàáîòàõ. Îáðàáîòêà, îñíîâàííàÿ íà ñêåéëèíãîâûõêðèâûõ, ïðèâîäèëà ê äîñòàòî÷íî êîíñåðâàòèâíûìðåçóëüòàòàì5), íå ñëèøêîì îòëè÷àþùèìñÿ îò (35),è ëèøü ïîâñåìåñòíûé ïåðåõîä ê îáðàáîòêå ïî ìàëîéîêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè (è îòêàç îò êîíòðî�ëÿ ñêåéëèíãà) ïðèâåë ê ñòàáèëèçàöèè ðåçóëüòàòîâòèïà (36).Ïîñëåäíèé ñïîñîá îáðàáîòêè îñíîâàí íà òîì, ÷òîñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå (4) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âè�äå�1DL = F �L1=��1=� � = F ��L1=�� �� y� +A�L1=� + : : : (37)è ðåãóëÿðíûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî � , ÷òî âîç�ìîæíî ââèäó îòñóòñòâèÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà â êâàçè�îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ïî � âåäåòñåáÿ êàê L1=� è íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿåò èíäåêñ�. Òàêàÿ ïðîöåäóðà áåçóñëîâíî ïðàâèëüíà, åñëè ñîîò�íîøåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Îäíàêî òî÷íûì îíîíå ÿâëÿåòñÿ: ëèíåàðèçóÿ (23), èìååì5) Êàê ïîäðîáíî îáñóæäàëîñü â ðàáîòå [22℄, ýòî ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî ðåçóëüòàò äëÿ � ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêîéîòðåçîê ñêåéëèíãîâîé êðèâîé ïîäâåðãàåòñÿ îáðàáîòêå.

�1DL = y� +A�La�d�2 �� � 
 a2�21D �+O � aL� : (38)Äè��åðåíöèðóÿ ïî � è èñêëþ÷àÿ (�1D)0� èç ïðàâîé÷àñòè èòåðàöèîííûì îáðàçîì, èìååì��1DL �0� = A0Ld�2 +A1Ld�6: (39)Äàëüíåéøèå èòåðàöèè ñ ó÷åòîì äàëüíåéøèõ ïîïðà�âîê ê ñêåéëèíãó äàþò�1DL �y� = � nA0L1=�+A1L!1+A2L!2+ : : :o++B1L�y1 + B2L�y2 + : : : ; (40)÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü è èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, èñ�ïîëüçóÿ âèëüñîíîâñêóþ ðåíîðìãðóïïó [2℄.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ãëàâíàÿ ïîïðàâêà ê ñêåé�ëèíãó ñâîäèòñÿ ê êîíñòàíòå, òàê ÷òî�1DL � y� = A� (L+ L0) (41)ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, èñ÷åçàþùèõ ïðè L ! 1.Êàê âèäíî íà ðèñ. 6à, äàííûå Ìàðêîøà [1℄ õîðîøîîïèñûâàþòñÿ òàêîé çàâèñèìîñòüþ; ñàì æå àâòîð îá�ðàáàòûâàë èõ ïî �îðìóëå (37), ÷òî òàêæå äàâàëîóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû (ðèñ. 6á ).Òàêàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü îáðàáîòêè èìååò îáùèéõàðàêòåð. Åñëè êîìáèíàöèÿ A1L�1 + A2L�2 â äâàæ-äû ëîãàðè�ìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äàåò ëèíåéíóþçàâèñèìîñòü ñ íàêëîíîì (�1 + �2)=2 â ïðåäåëàõ òî÷�íîñòè �, òî âàðèàöèÿ �1 ! �1 + Æ, �2 ! �2 � Æñîõðàíÿåò ëèíåéíîñòü íà òîì æå óðîâíå òî÷íîñòè,ïîêà jÆj . j�1 � �2j=2. Ïðè ó÷åòå æå â �îðìóëå(40) íåñêîëüêèõ ñòåïåííûõ ÷ëåíîâ ñèòóàöèÿ è âîâñåñòàíîâèòñÿ íåêîíòðîëèðóåìîé: ïðè íåëèíåéíîé ïîä�ãîíêå ñ ìèíèìèçàöèåé �2 îáíàðóæèâàåòñÿ íàëè÷èåîãðîìíîãî ÷èñëà ìèíèìóìîâ, îêðåñòíîñòü ëþáîãî èçêîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè óäîâëåòâîðÿåòêðèòåðèþ �2. Ïîñêîëüêó ïåðåáîð âñåõ òàêèõ ìèíè�ìóìîâ ÿâëÿåòñÿ íåðåàëüíûì, íå ñóùåñòâóåò êîððåêò�íîé ïðîöåäóðû îáðàáîòêè, ïðèìåíèìîé äëÿ òàêîéñèòóàöèè6). Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ñòàíäàðòíûéïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â �îðìóëå(40) ñóùåñòâåí ëèøü ãëàâíûé ÷ëåí; åñëè æå ïîïðà�âî÷íûå ÷ëåíû íå ïðåíåáðåæèìî ìàëû, òî ñèòóàöèÿñðàçó ñòàíîâèòñÿ áåçíàäåæíîé.Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ òåîðèè Âîëüõàðä-òà �Âîëü�ëå êàðòèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñî�âàííîé. Ïîñêîëüêó ýìïèðè÷åñêè L0 � 5 (â åäèíèöàõ6) Ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî îáñóæäàëèñü â ðàáîòå [2℄ â ñâÿ�çè ñ ðàáîòîé [29℄. Òåì íå ìåíåå ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåòöèòèðîâàòüñÿ [1℄ êàê âûäàþùååñÿ äîñòèæåíèå.9 ÆÝÒÔ, âûï. 1 129
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�èñ. 6. ×èñëåííûå äàííûå Ìàðêîøà äëÿ z1 = 2L=�1D â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè [1, Fig. 53, ñëåâà℄ èèõ îáðàáîòêà çàêîíîì (L+ L0) (à) è L0:63 (á )ïîñòîÿííîé ðåøåòêè), õîðîøèé ñêåéëèíã âîçìî�æåí ëèøü ïðè L � 5 è äàæå äëÿ ìàêñèìàëüíîèñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé L = 20�30 ïàðàìåòð L0=Lîêàçûâàåòñÿ íà óðîâíå 1=5. Ïîýòîìó íåêîòîðîåíåñîâïàäåíèå ñêåéëèíãîâûõ êðèâûõ íà ðèñ. 4á íåäîëæíî âûçûâàòü óäèâëåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷å�íèå L0 îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà ��1 ñ êîý��èöèåíòîì,çàâèñÿùèì îò ñïîñîáà îáðåçàíèÿ; ñóùåñòâåííî, ÷òîîíî ïîëîæèòåëüíî è îãðàíè÷åíî ñíèçó àòîìíûììàñøòàáîì.5. ÑÊÅÉËÈÍ� ÄËß ÂÛÑØÈÕ�ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÅÉ5.1. �àçìåðíîñòè d > 4Ïðè d � 4 â ñóììå äëÿ I2(m) ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ� íåëüçÿ ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì. Äëÿ åå àêêóðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ ââåäåì ìàñøòàá �1 òàêîé, ÷òîm� �1 � �; (42)è ðàçîáüåì ñóììèðîâàíèå â I2(m) íà îáëàñòè jq?j << �1 è jq?j > �1. Â ïåðâîé îáëàñòè âîñïîëüçóåìñÿòåì, ÷òî jq?j � �, òàê ÷òîI(1)2 (m) = �m2 12Ld�1 �� Xq? 6=0jq?j<�1 1jq?jpm2 + q2? �jq?j+pm2 + q2? � (43)

è I(1)2 (m) ==8>>>><>>>>:�m2(Kd�1�d�414(d�4) +O �md�4�); m & L�1;�m2(Kd�1�d�414(d�4) +O �L4�d�); m . L�1; (44)ò. å. â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñ�ëåíèå âîçìîæíî ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè mè L�1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m � L�1 ñóììó ìîæ�íî îöåíèòü èíòåãðàëîì, êîòîðûé ñõîäèòñÿ íà íèæ�íåì ïðåäåëå óæå ïðè m = 0; ïîýòîìó ñ êîíå÷íîñòüþm ñâÿçàíû ëèøü ìàëûå ïîïðàâêè. Ïðè m . L�1ãëàâíûé ý��åêò îò êîíå÷íîñòè L ñâÿçàí ñ îòñóòñòâè�åì ÷ëåíà q? = 0, ÷òî â èíòåãðàëüíîì ïðèáëèæåíèèìîæíî îöåíèòü êàê îãðàíè÷åíèå jq?j & L�1.Â îáëàñòè jq?j > �1 âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òîjq?j � m, è ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå ïî m=jq?j; ïîñëåâûäåëåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ m2 ìîæíî ïîëîæèòüm = 0 â îñòàâøåéñÿ ñóììå è çàìåíèòü åå èíòåãðà�ëîì, I(2)2 (m) = m2Kd�1�d�414(d� 4) � 
m2�d�4; (440)ãäå êîíñòàíòà 
 çàâèñèò îò ñïîñîáà îáðåçàíèÿ.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñóììå I(1)2 +I(2)2 çàâèñèìîñòüîò �1 èñ÷åçàåò.130



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíã : : :�åçóëüòàòû äëÿ I1(m) è I3(0) îñòàþòñÿ òåìè æå,÷òî â ðàçä. 3. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñî�âàíèÿ ïðèíèìàåò âèä��d�2 = 1Ld�2 12mL � 
m2�d�4: (45)Ïîäñòàâëÿÿ � / ��2 è ââîäÿ ïåðåìåííûåy = �1DL � aL�(d�4)=3 ; x = �L � aL�(d�4)=3 ; (46)ïîëó÷èì ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå� 1x2 = y � 1y2 ; (47)ãäå ìû ïåðåîïðåäåëèëè îáùèå ìàñøòàáû �1D è � òàê,÷òîáû ñäåëàòü âñå êîý��èöèåíòû åäèíè÷íûìè. Òà�êèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó y è x íàõîäèòñÿ àíàëèòè�÷åñêè. Êàê è îæèäàëîñü (ñì. ðàçä. 1), ñêåéëèíãîâûåñîîòíîøåíèÿ (46), (47) ñîäåðæàò àòîìíûé ìàñøòàáa, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåïåðåíîðìèðóåìîñòüþ òåîðèè.Ñîãëàñíî �îðìóëàì (46), (47), ðîëü ñêåéëèíãîâî�ãî ïàðàìåòðà ïåðåõîäèò îò �1D=L ê âåëè÷èíå y; ååçàâèñèìîñòü îò L àíàëîãè÷íà ðèñ. 1, ò. å. âñå êðèâûåïóòåì èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ñâîäÿòñÿ ê äâóì óíèâåð�ñàëüíûì êðèâûì, ñîîòâåòñòâóþùèì � > 0 è � < 0.Òî÷êà ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ y = 
onst,òàê ÷òî �1DL � �La�(d�4)=3 ; � = 0 (48)è �èêñàöèÿ ïåðåõîäà óñëîâèåì �1D=L = 
onst ÿâëÿ�åòñÿ íåêîððåêòíîé.5.2. ×åòûðåõìåðíûé ñëó÷àéÏðè d = 4 èìååì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìóI2(m) = 8><>: �
4m2 ln �m+O (1) ; m & L�1;�
4m2 ln(�L)+O (1); m . L�1; (49)è äâà ðåçóëüòàòà îòëè÷àþòñÿ â ìåðó ln(mL), ÷òî â àê�òóàëüíîé îáëàñòè (ñì. íèæå) ñâîäèòñÿ ê äâàæäû ëî�ãàðè�ìè÷åñêîé âåëè÷èíå. Â ïðåíåáðåæåíèè òàêèìèâåëè÷èíàìè ìîæíî ïîëó÷èòü ñêåéëèíã è ïðè d = 4.Óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ èìååò âèä��2 = 12mL3 � 
4m2 ln �m (50)èëè ïîñëå ïåðåõîäà ê � è �1D� 
4�2 ln� �a� = �1D2L3 � 
4�21D ln��1Da � : (51)

Ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå (47) ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïî�ëîæèòü y = �1DL �ln�La���1=3 ;x = �[ln(�=a)℄1=2 [ln(L=a)℄1=6L ; (52)ò. å. ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð y, ëîãàðè�ìè÷åñêè ìî�äè�èöèðîâàííûé ïî ñðàâíåíèþ ñ �1D=L, äîëæåíðàññìàòðèâàòüñÿ êàê �óíêöèÿ ¾ìîäè�èöèðîâàííîéäëèíû¿ �(L) = L [ln(L=a)℄�1=6; òîãäà èçìåíåíèå ìàñ�øòàáà �(L) ïîçâîëÿåò ñâåñòè âñå êðèâûå, àíàëîãè÷�íûå ðèñ. 1, ê äâóì óíèâåðñàëüíûì, ñîîòâåòñòâóþ�ùèì � > 0 è � < 0. Òî÷êà ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóåòóñëîâèþ y = 
onst, òàê ÷òî�1DL � �ln La�1=3 ; � = 0 (53)è ïàðàìåòð �1D=L ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñòåò â òî÷êåïåðåõîäà.5.3. Ìîäè�èöèðîâàííûé ñêåéëèíã ïðèd = 4� �Ìåòîäè÷åñêè èíòåðåñåí âîïðîñ î ñêåéëèíãå ïðèd = 4��; ïðè ýòîì ñóììà â I2(m) �îðìàëüíî ñõîäèò�ñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå, íî êîíå÷íîñòü � ïðèâîäèò êñóùåñòâåííûì ïîïðàâêàì. Àíàëîãè÷íî (49) èìååìI2(m) = 8>><>>: �
4m2m�� � ���� ; m & L�1;�
4m2L� � ���� ; m . L�1: (54)Ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå (47) ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïî�ëîæèòü y = �1DL � �1� (L=a)���1=3 ;x = �1=3(�=a)[(�=a)� � 1℄1=2 [1� (L=a)��℄1=6(L=a)1��=2 ; (55)ò. å. îïÿòü âîçíèêàåò ¾ìîäè�èöèðîâàííàÿ äëèíà¿�(L) = L1��=2 [1� (L=a)��℄�1=6, îò êîòîðîé çàâèñèòñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð y, ïðèâîäÿ ê çàâèñèìîñòÿìòèïà ðèñ. 1. Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå èìååì y = 
onst è�1DL = �1� (L=a)��� �1=3 == ( [ln(L=a)℄1=3 ; ln(L=a) . 1=�;(1=�)1=3; ln(L=a) & 1=�; (56)131 9*



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012ò. å. ïàðàìåòð �1D=L ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñòåò äî äî�ñòèæåíèÿ áîëüøîãî ìàñøòàáà L0 � a expf
onst=�g,ïîñëå ÷åãî ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ñêåé�ëèíã òàêîãî òèïà ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâåàëüòåðíàòèâíîé îáðàáîòêè ïðè d = 3 äëÿ èññëå�äîâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé, ñâÿçàííûõñ âîçìîæíûì ñóùåñòâîâàíèåì áîëüøîãî ìàñøòàáà.Ïðè ýòîì ïàðàìåòð a (�àêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùèéL0) ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïîñòîÿííîéðåøåòêè è åãî íóæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïîä�ãîíî÷íîãî, âûáèðàÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîãî êà�÷åñòâà ñêåéëèíãà. Ïðè ýòîì íåò îñíîâàíèé îðèåíòè�ðîâàòüñÿ íà ñîîòíîøåíèå (47), âåðíîå ïðè ìàëûõ �,ïîýòîìó �óíêöèÿ y = F (x) äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ýì�ïèðè÷åñêè. ×òî êàñàåòñÿ ñîîòíîøåíèé (55), òî äëÿíèõ ýêñòðàïîëÿöèÿ ê � = 1 íå ïðèâîäèò ê ïðîáëå�ìàì: îñíîâàííûé íà íèõ ñêåéëèíã ïðè L; � � a áëà�ãîïîëó÷íî ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî (4) è �àêòè÷åñêèñîâïàäàåò ñ (4) ïðè îòñóòñòâèè áîëüøîãî ìàñøòàáàL0. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî ìàñøòàáà òàêîéñêåéëèíã ÿâëÿåòñÿ áîëåå àäåêâàòíûì.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÍà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ìîæíî çà�êëþ÷èòü, ÷òî òåîðèÿ Âîëüõàðäòà �Âîëü�ëå íå èìååòïðîòèâîðå÷èé ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè íà óðîâíåïåðâè÷íûõ äàííûõ. Äðóãîå êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå,ïîëó÷àåìîå îáû÷íî ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè,ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ íåêîòîðîãî âðåìåíè ÷èñòî ¾ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûé¿ ïîäõîä ê ïðîáëåìå áûë �àêòè÷å�ñêè îòâåðãíóò è çàìåíåí �åíîìåíîëîãè÷åñêèì àíà�ëèçîì, êîòîðûé â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ÿâëÿåò�ñÿ ñîâåðøåííî áåçíàäåæíûì. Â ÷àñòíîñòè, çàâèñè�ìîñòü L+ L0 ñ L0 > 0 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê L1=� ñ� > 1.Êðîìå îáñóæäàâøåãîñÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà,îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè âñïîìîãàòåëüíûõ êâà�çèîäíîìåðíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå àëãî�ðèòìû, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòèêå óðîâíåé [20℄, ðàñ�ïðåäåëåíèè êîíäàêòàíñà, ïàðàìåòðå Òàóëåñà, ¾îòíî�øåíèÿõ ó÷àñòèÿ¿ (parti
ipation ratios) è ïð. [1℄. Ïî�ëó÷åííûå âûøå ñêåéëèíãîâûå �óíêöèè íå ÿâëÿþòñÿóíèâåðñàëüíûìè è íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñî�ïîñòàâëåíèÿ ñ òàêèìè ðåçóëüòàòàìè. Ìåíÿåòñÿ ñêåé�ëèíã è äëÿ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé: òàê, äëÿ ïîâåäå�íèÿ ïàðàìåòðà Òàóëåñà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå îæèäà�þòñÿ çàâèñèìîñòè, îòëè÷íûå îò (48), (53) [40℄. Ñîõðà�íÿåòñÿ ëèøü ñòðóêòóðà ðåçóëüòàòà (40), êîòîðûé ìî�æåò áûòü ïîëó÷åí èç âèëüñîíîâñêîé ðåíîðìãðóïïû[2℄. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëè !1, !2, y1, y2; : : : îïðåäåëÿ�
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�èñ. 7. Îáðàáîòêà ïî çàêîíó (L+ L0) (øòðèõîâûåëèíèè) äëÿ ÷èñëåííûõ äàííûõ, îñíîâàííûõ íà èñ-ñëåäîâàíèè ñòàòèñòèêè óðîâíåé: à � äàííûå èç ðà-áîòû Æàðåêåøåâà è Êðàìåðà [27℄; òî÷êè � ñðåä-íèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ñêåéëèíãîâîãî ïàðàìåò-ðà A (â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ), îïðåäåëåííûå ïîðèñ. 4 ýòîé ðàáîòû â èíòåðâàëå 16 < W < 17; ñòàòè-ñòè÷åñêàÿ îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ êàæäîé òî÷êîé, ìî-æåò îöåíèâàòüñÿ î÷åíü êîíñåðâàòèâíî (ñì. òàáëè-öó â ðàáîòå [2℄) ââèäó íåðåãóëÿðíîñòè êðèâûõ, ïðè-âåäåííûõ íà óêàçàííîì ðèñóíêå; íåîïðåäåëåííîñòü,äîïóñêàåìàÿ ñàìèìè àâòîðàìè, ñîîòâåòñòâóåò çàçî-ðó ìåæäó çàâèñèìîñòÿìè L0:80 è L0:65, îïðåäåëÿþ-ùèìè âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû ðåçóëüòàòà äëÿêðèòè÷åñêîãî èíäåêñà, � = 1:40� 0:15; á � äàííûå,ïîëó÷åííûå ãðóïïîé Øðàéáåðà [43℄; òî÷êè ñîîòâåò-ñòâóþò ïðîèçâîäíîé ñêåéëèíãîâîãî ïàðàìåòðà � (âïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ), îïðåäåëåííîé ïî íàêëî-íó ñïëîøíûõ êðèâûõ íà âñòàâêå ê ðèñ. 3 â ðàáîòå[43℄; èõ íåîïðåäåëåííîñòü ñîîòâåòñòâóåò âàðèàöèèóãëà íàêëîíà â ïðåäåëàõ ðàçìåðà ýêñïåðèìåíòàëü-íûõ òî÷åê132



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíã : : :þòñÿ ìàñøòàáíûìè ðàçìåðíîñòÿìè íåñóùåñòâåííûõïàðàìåòðîâ è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè.Ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿåòñÿ è ðåçóëüòàò (41), îáú�ÿñíÿþùèé ïîÿâëåíèå ý��åêòèâíûõ çíà÷åíèé � > 1(ðèñ. 7).�èñóíîê 7à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýòàëîí�íûé ïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèé áîëüøèíñòâó ÷èñëåí�íûõ ðàáîò. Äåéñòâèòåëüíî, èìååòñÿ ïîëíûé êîíñåí�ñóñ ïî ïîâîäó òîãî, ÷òî äàííûå äëÿ L . 5 âûïàäà�þò èç ñêåéëèíãîâîé êàðòèíû è äîëæíû áûòü îòáðî�øåíû; ñèñòåìû ñ ðàçìåðàìè L & 30 èñïîëüçóþòñÿêðàéíå ðåäêî; êîðèäîð îøèáîê ìåæäó çàâèñèìîñòÿ�ìè L0:80 è L0:65 ñîîòâåòñòâóåò îöåíêàì èíäåêñà �, õà�ðàêòåðíûì äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ðàáîò.�èñóíîê 7á èëëþñòðèðóåò îäíó èç íåìíîãèõ ðàáîò,â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü ðåêîðäíî áîëüøèå ðàçìå�ðû ñèñòåì7).Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì ñëåäóþùåå: äàæå åñëèâ äàëüíåéøåì âûÿñíèòñÿ, ÷òî òåîðèÿ Âîëüõàðä-òà �Âîëü�ëå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òî ê îïóáëèêîâàí�íûì çíà÷åíèÿì � [17�31℄ âñå ðàâíî íå ìîæåò áûòüíèêàêîãî äîâåðèÿ: ðèñ. 6 íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò,÷òî çíà÷åíèÿ � � 1:6 è � = 1 îäèíàêîâî ñîâìåñòèìûñ ïåðâè÷íûìè äàííûìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðàîáðàáîòêè êðàéíå íåîäíîçíà÷íà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. P. Markos, A
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