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Использование известной «алгебры мультифрактальности» приводит к функциональному уравнению
для аномальных размерностей Δq , решение которого Δ = χq(q− 1) соответствует строгой параболично-
сти мультифрактального спектра. Этот результат является аргументом в пользу того, что соответствие
нелинейных σ-моделей с исходными неупорядоченными системами не является точным.
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В последнее время большой интерес вызывает
исследование мультифрактальных свойств волно-
вых функций, возникающих в точке перехода Ан-
дерсона (см. обзор [1]). Они проявляются в аномаль-
ном скейлинге

〈Pq〉 ∼ L−Dq(q−1) ∼ L−d(q−1)+Δq (1)

для так называемых обратных отношений участия
(inverse participation ratios)

Pq =

∫
ddr|Ψ(r)|2q , (2)

где Ψ(r) — нормированная волновая функция элек-
трона в случайном потенциале для конечной систе-
мы, имеющей форму d-мерного куба со стороной L.
В металлической фазе функция Ψ(r) распространя-
ется по всей системе и из условия нормировки сле-
дует, что

|Ψ(r)|2 ∼ L−d, Pq ∼ L−d(q−1).

Согласно (1), в критической точке вместо геометри-
ческой размерности d возникает набор фрактальных
размерностей Dq, отличие которых от d определяет-
ся аномальными размерностями Δq.

Как отмечалось в работе [1], знание аномальных
размерностей Δq позволяет установить поведение
произвольных корреляторов вида

〈|Ψ(r1)|2q1 |Ψ(r2)|2q2 . . . |Ψ(rn)|2qn
〉
, (3)
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однако конкретные результаты приведены только
для n = 2. Ниже показано, что рассмотрение случая
n > 2 приводит к функциональному уравнению для
Δq, решение которого соответствует строго парабо-
лическому характеру мультифрактального спектра.
Анализ основан на предположении о степенной за-
висимости от разности координат, которая может
быть обоснована в области малых qi.

Результат для n = 1 следует из (1), (2):

〈|Ψ(r)|2q〉 = L−d〈Pq〉 ∼ L−dq+Δq . (4)

Для n = 2 имеем в предположении степенной зави-
симости от r12 = |r1 − r2|

〈|Ψ(r1)|2q1 |Ψ(r2)|2q2
〉
= A

(
L

r12

)α

, (5)

где нормировочный коэффициент A и показатель
α могут быть установлены с помощью так назы-
ваемой алгебры мультифрактальности [1, 2]. При
r12 ∼ L функции Ψ(r1) и Ψ(r2) являются статисти-
чески независимыми1), так что коррелятор (5) раз-
бивается на произведение,

〈|Ψ(r1)|2q1
〉 〈|Ψ(r2)|2q2

〉 ∼ A ∼
∼ L−dq1+Δq1L−dq2+Δq2 , (6)

1) В локализованном режиме, когда ξ � L (ξ — радиус ло-
кализации), функции Ψ(r1) и Ψ(r2) статистически независи-
мы при r12 � ξ, тогда как при r12 � ξ реализуется степенное
поведение коррелятора; тем самым, оба свойства приближен-
но справедливы при r12 ∼ ξ. Такая ситуация сохраняется при
увеличении ξ до величины порядка L, т. е. на границе крити-
ческой области.
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которое оценивается с помощью (4). При r12 = 0 рас-
ходимость в (5) обрезается на атомном масштабе a,

〈|Ψ(r1)|2q1+2q2
〉 ∼ A

(
L

a

)α

∼

∼ L−d(q1+q2)+Δq1+q2 , (7)

и из (6), (7) получаются результаты

A ∼ L−d(q1+q2)+Δq1+Δq2 ,

α = Δq1+q2 −Δq1 −Δq2

(8)

в соответствии с [1, 2].
Для случая n = 3 полагаем аналогично (rij =

= |ri − rj |)
〈|Ψ(r1)|2q1 |Ψ(r2)|2q2 |Ψ(r3)|2q3

〉
=

= A

(
L

r12

)α (
L

r13

)β (
L

r23

)γ

, (9)

и определяем A, α, β, γ из алгебры мультифракталь-
ности. Если все rij ∼ L, то имеем

〈|Ψ(r1)|2q1
〉 〈|Ψ(r2)|2q2

〉 〈|Ψ(r3)|2q3
〉 ∼

∼ A ∼ L−dq1+Δq1L−dq2+Δq2L−dq3+Δq3 , (10)

тогда как для r12 = 0, r13 ∼ r23 ∼ L

〈|Ψ(r1)|2q1+2q2
〉 〈|Ψ(r3)|2q3

〉 ∼

∼ A

(
L

a

)α

∼ L−d(q1+q2)+Δq1+q2L−dq3+Δq3 . (11)

Аналогичные соотношения верны для r13 = 0, r12 ∼
∼ r23 ∼ L и r23 = 0, r12 ∼ r13 ∼ L. Наконец, при
r1 = r2 = r3 имеем

〈|Ψ(r1)|2q1+2q2+2q3
〉 ∼ A

(
L

a

)α+β+γ

∼

∼ L−d(q1+q2+q3)+Δq1+q2+q3 , (12)

так что для четырех величин A, α, β, γ получается
пять соотношений:

A ∼ L−d(q1+q2+q3)+Δq1+Δq2+Δq3 ,

α = Δq1+q2 −Δq1 −Δq2 ,

β = Δq1+q3 −Δq1 −Δq3 ,

γ = Δq2+q3 −Δq2 −Δq3 ,

α+ β + γ = Δq1+q2+q3 −Δq1 −Δq2 −Δq3 ,

(13)

которые не могут удовлетворяться при произволь-
ном виде Δq; необходимо выполнение условия само-
согласования

Δq1+q2+q3 = Δq1+q2 +Δq1+q3 +Δq2+q3 −
− Δq1 −Δq2 −Δq3 , (14)

которое является функциональным уравнением для
Δq. Легко проверить, что (14) выполнено для спект-
ра Δq = aq2 + bq, и фактически это единственная
возможная форма. Действительно, полагая q1 = q,
q2 = q3 = δ, имеем

Δq+2δ = 2Δq+δ −Δq +Δ2δ − 2Δδ (15)

и разложение до второго порядка по δ дает

Δ′′
q = Δ′′

0 , (16)

где учтено условие Δ0 = 0, следующее из фор-
мул (1), (2). Поскольку Δ′′

0 — это просто констан-
та, то интегрирование (16) дает произвольный поли-
ном по q второго порядка, который сводится к виду
Δq = aq2 + bq при учете равенства Δ0 = 0. При от-
сутствии на оси q особых точек можно использовать
еще одно соотношениеΔ1 = 0, следующее из (1), (2),
и получить окончательный результат2)

Δq = χq(q − 1) , χ > 0 . (17)

Положительность χ следует из неравенства τ ′′q ≤ 0,
где τq = Dq(q − 1) [1].

Для общего n-точечного коррелятора имеем

〈|Ψ(r1)|2q1 |Ψ(r2)|2q2 . . . |Ψ(rn)|2qn
〉
=

= A
∏
i<j

(
L

rij

)αij

(18)

и аналогично предыдущему легко получить

A ∼ L−d(q1+q2+...+qn)+Δq1+Δq2+...+Δqn ,

αij = Δqi+qj −Δqi −Δqj .
(19)

Переписывая произведение (18) в виде, выявляю-
щем зависимость от ri,n и ri,n−1,

n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

(
L

rij

)αij

=

n−1∏
i=1

(
L

ri,n

)αi,n

×

×
n−2∏
i=1

(
L

ri,n−1

)αi,n−1 n−3∏
i=1

n−2∏
j=i+1

(
L

rij

)αij

(20)

2) Отсутствие особых точек в интервале (0, 1), необходимое
для справедливости (17), подтверждается численными экс-
периментами для размерностей d = 2, 3, 4. В общем случае
нужно использовать форму Δq = aq2+bq в каждом из интер-
валов регулярности, так что зависимость Δq может состоять
из нескольких параболических или линейных участков. Име-
ются указания на то, что такой вариант реализуется в высо-
ких размерностях.
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и полагая rn−1 = rn, имеем
〈|Ψ(r1)|2q1 |Ψ(r2)|2q2 . . . |Ψ(rn−1)|2qn−1+2qn

〉 ∼

∼ A

(
L

a

)αn−1,n n−2∏
i=1

(
L

ri,n−1

)αi,n−1+αi,n

×

×
n−3∏
i=1

n−2∏
j=i+1

(
L

rij

)αij

, (21)

что должно совпадать с результатом для (n− 1)-то-
чечного коррелятора, следующего из (18) в резуль-
тате замены n → n− 1 и qn−1 → qn−1 + qn. Условие
совпадения сводится к равенству

Δqi+qn−1+qn = Δqi+qn−1 +Δqi+qn +Δqn−1+qn −
− Δqi −Δqn−1 −Δqn , (22)

которое аналогично (14) и выполняется для пара-
болического спектра. Таким образом, функциональ-
ная форма (17) обеспечивает самосогласованность
результатов (18), (19) для произвольных n-точечных
корреляторов.

Выше предполагалось, что коррелятор (3) опре-
деляется единственным произведением от степеней
rij . В общем случае в правой части (18) могут содер-
жаться менее сингулярные члены, определяемые по-
казателями α̃ij , сумма которых меньше суммы αij .
Если окажется, что некоторые α̃ij больше, чем αij ,
то проведенный анализ будет несправедливым. В от-
сутствии таких членов можно убедиться при доста-
точно малых qi. Действительно, разложение (18) по
qi при Δq = aq2 + bq показывает, что для справед-
ливости (19) следует положить

〈
ln |Ψ(ri)|2

〉
= (b− d) lnL ,〈

ln2 |Ψ(ri)|2
〉
= (b− d)2 ln2 L+ 2a lnL ,〈

ln |Ψ(ri)|2 ln |Ψ(rj)|2
〉
=

= (b− d)2 ln2 L+ 2a ln(L/rij) .

(23)

Принимая степенное поведение коррелятора (5), по-
лучим выполнение этих соотношений при n = 2, по-
сле чего они автоматически выполняются при про-
извольных n, обеспечивая справедливость представ-
ления (18). При наличии в (18) дополнительных чле-
нов аналогичные соотношения могут быть справед-
ливыми лишь при выполнении определенных соот-
ношений между показателями αij и α̃ij . Из вильсо-
новской многопараметрической ренормгруппы ясно,
что основной скейлинг и поправки к нему3) возни-

3) Произвольность выбора qi позволяет не рассматривать
исключительных ситуаций, когда сумма αij равна сумме α̃ij ,
и разделить вклады на главный и поправочные.

кают из разных источников и являются независи-
мыми: поэтому существование жестких соотноше-
ний между αij и α̃ij было бы невероятной случай-
ностью4). Таким образом, при достаточно малых qi
дополнительные члены в (18) отсутствуют, так что
строго параболический спектр справедлив в некото-
рой окрестности точки q = 0 и может быть анали-
тически продолжен на любой интервал, не содержа-
щий особых точек5). Последняя оговорка является
существенной, так как строгая параболичность при
произвольных q, по-видимому, невозможна [1] (см.
ниже).

Использованная структура корреляторов может
быть обоснована с помощью известного операторно-
го разложения [3]

Al(r1)Am(r2) =
∑
k

Ck
lm(r1−r2)Ak(r2) , (24)

которое позволяет провести последовательное пони-
жение порядка коррелятора

〈A1(r1)A2(r2) . . . An(rn)〉 (25)

и представить его в виде суммы произведений ко-
эффициентных функций Ck

lm(ri − rj). Последние в
критической точке естественно считать степенными,
что и приводит к представлению корреляторов в ви-
де суммы произведений степеней rij . Такое пред-
ставление является неоднозначным, так как пара
операторов в (24) может быть выбрана различны-
ми способами и результат зависит от последователь-
ности выбора операторов при приведении корреля-
тора. Это дает функциональные соотношения меж-
ду Ck

lm(ri − rj), позволяющие переходить от одного
представления к другому. На примере конформных
теорий можно проследить [3], каким образом полу-
чается представление, главный член которого содер-
жит произведение всех rij ; такое представление и
используется в работе.

Существование такого представления не связано
со спецификой конформной теории. Действительно,
рассмотрим для примера случай n = 3. Проведем
сближение точек ri и rj , применим операторное раз-

4) Такие соотношения возможны в конформных теориях,
обладающих глубокой внутренней симметрией. Однако в кон-
формных теориях соотношение (9) для n = 3 является точ-
ным [3].

5) При конечных L аналитичность Pq и Δq следует из опре-
деления (2) по теореме об аналитичности интегралов, зави-
сящих от параметра (см., например, книгу [4]). В пределе
L → ∞ могут возникать изолированные особые точки по при-
чинам, аналогичным явлению Стокса (изменение топологии
линий наискорейшего спуска); такие сингулярности обсужда-
ются в разд. II.C.7 работы [1].
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ложение к паре операторов (i, j) и сохраним главные
по rij члены; тогда для коррелятора K{ri} получим

K{ri} = (r12)
−αf1(r13, r23),

r12 � r13 ≈ r23,

K{ri} = (r13)
−βf2(r12, r23),

r13 � r12 ≈ r23,

K{ri} = (r23)
−γf3(r12, r13),

r23 � r12 ≈ r13.

(26)

Правильный вид функций fi установить не удается,
так как соответствующие два аргумента в этом при-
ближении неразличимы; при совпадающих аргумен-
тах функции fi имеют степенное поведение, которое
частично связано с первым, а частично — со вторым
аргументом:

K{rij} = (r12)
−α(r13)

−β′
(r23)

−γ′
,

r12 � r13 ≈ r23,

K{rij} = (r13)
−β(r12)

−α′
(r23)

−γ′′
,

r13 � r12 ≈ r23,

K{rij} = (r23)
−γ(r12)

−α′′
(r13)

−β′′
,

r23 � r12 ≈ r13.

(27)

Если все три конфигурации различны, то в опера-
торном разложении имеются три существенно раз-
личных члена с одинаковой суммой показателей
(это ясно из согласования выражений при одинако-
вых rij). Такое вырождение является естественным
для случая q1 = q2 = q3; при несовпадающих ин-
дексах оно с неизбежностью возникает в результа-
те симметризации по rij . Но в настоящей работе (в
отличие от предыдущей [8]) рассматриваются кон-
фигурации {qi} общего положения; тогда подобное
вырождение не поддерживается симметрией и явля-
ется совершенно невероятным. А стало быть в (27)
мы имеем дело с одной и той же конфигурацией, т. е.

K{ri} ∼ (r12)
−α (r13)

−β (r23)
−γ (28)

в соответствии с формулой (9). Для показателей
α, β, γ неизбежно получаются результаты, соответ-
ствующие второй формуле в (19); полагая в (28) все
rij ∼ a и все rij ∼ L, получим еще два соотношения,
что в совокупности дает требуемые уравнения (13).
Из сказанного ясно, что для справедливости прове-
денного анализа вовсе не требуется выполнение со-
отношения (9) в строгом смысле, так как оно все
равно возникает эффективно как следствие условий
сшивки трех выражений (26).

Параболический спектр (17) соответствует лога-
рифмически нормальному распределению для ве-
личины |Ψ(r)|2 [5]. Если последнее распределение
принято аксиоматически, то результат (17) справед-
лив при произвольных q. Утверждение работы [1] о
невозможности такой ситуации относится к реше-
точным моделям, для которых координата r дис-
кретна и справедливо неравенство |Ψ(r)|2 ≤ 1 (ра-
венство |Ψ(r0)|2 = 1 соответствует локализации вол-
новой функции на одном узле r0). Следствием это-
го является ограничение α ≥ 0 для области опре-
деления сингулярного спектра f(α) и невозмож-
ность убывающего поведения для τq = Dq(q − 1)6),
что делает неизбежным существование особой точ-
ки qc, ограничивающей область применимости пара-
болического спектра. Для континуальных моделей
эти ограничения несущественны и параболический
спектр возможен при произвольных q.

Тем не менее существование особых точек нель-
зя считать исключенным, так как алгебра мульти-
фрактальности заведомо нарушается при больших
положительных qi. Действительно, полагая в (5)
q2 = 1 и интегрируя по r2, легко убедиться, что ре-
зультаты (8) справедливы лишь при условии α ≤ d,
что сводится к q1 ≤ d/2χ для спектра (17). Нару-
шение алгебры связано с тем, что при больших qi
функции |Ψ(ri)|2qi быстро убывают при удалении от
своих «центров» и их статистическая независимость
возникает на масштабе rij меньшем L.

В подходе, основанном на использовании нели-
нейных σ-моделей [6], параболический спектр име-
ет место в низших порядках по ε для размерности
пространства d = 2 + ε [1, 6], но нарушается на че-
тырехпетлевом уровне. Такая ситуация не являет-
ся неожиданной: вывод σ-моделей обоснован толь-
ко при малых ε и вопрос о точности их соответ-
ствия с исходной неупорядоченной системой всегда
оставался открытым. В частности, сомнения вызы-
вала ситуация с верхней критической размерностью
[7]. В работе [8] предложено объяснение, почему де-
фектность σ-моделей для ортогонального ансамбля
возникает именно на четырехпетлевом уровне7). В
использованной Вегнером «минимальной» σ-модели
проводится ограничение низшими (вторыми) степе-
нями градиентов, что соответствует пренебрежению
пространственной дисперсией коэффициента диф-

6) Функция f(α) связана с τq преобразованием Лежанд-
ра τq = qα − f(α), q = f ′(α). В частности, f(α) = d −
− (α− α0)2/4(α0 − d) с α0 = d+ χ для спектра (17).

7) Для унитарного ансамбля работа [8] дает простое и стро-
гое доказательство дефектности σ-моделей, основанное на
неравенстве для Δq.
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Рис. 1. Сингулярный спектр f(α) для модели Андерсона
с прямоугольным (◦), гауссовым (�) и бинарным (Δ) рас-
пределениями [13]. Штриховой линией показан однопетле-

вой результат Вегнера

фузии D(ω, q). В первых трех порядках по ε это
приближение является самосогласованным, но его
самосогласованность нарушается на четырехпетле-
вом уровне. Поэтому необходим учет членов с выс-
шими градиентами, что приводит к неустойчивости
ренормгруппы из-за «градиентной катастрофы» [9].
Для устранения неустойчивости необходимо введе-
ние дополнительных контрчленов, что приводит к
существенной модификации лагранжиана σ-модели.
Это приведет к изменению четырехпетлевых вкла-
дов и может устранить их противоречие с самосо-
гласованной теорией Вольхардта –Вольфле [10] или
ее более строгой версией [11].

Удивительная точность однопетлевого результа-
та Вегнера [6] (соответствующего (17) с χ = ε для
размерности d = 2 + ε) в применении к случаям
d = 3 и d = 4 неоднократно отмечалась в чис-
ленных экспериментах [12–16], хотя и деклариро-
валось наличие отклонений за пределами вычисли-
тельной ошибки (рис. 1–3). Так, положение макси-
мума функции f(α) (который имеет место при α0 =

= d + ε в однопетлевом приближении [1, 6]) оцени-
валось как α0 = 4.03 ± 0.05 [12], α0 = 4.048 ± 0.003

[15]8) при d = 3 и α0 = 6.5 ± 0.2 [12] при d = 4.
Значение α0 соответствует максимуму функции рас-
пределения для ln |Ψ|2 и определяется наиболее точ-
но, тогда как на хвостах распределения надежность
результатов существенно ухудшается (рис. 1, 2). В
целом параболическая форма спектра подтвержда-

8) Оценка точности в работе [15] вызывает большие сомне-
ния (см. примечание 12 в [8]).

Рис. 2. Сингулярный спектр f(α) при отсутствии магнит-
ного поля (φP = 0) и для двух различных значений по-
ля [14]. Сплошная линия соответствует параболическому

спектру с α0 = 4.1

Рис. 3. Мультифрактальные экспоненты Δq (определен-
ные с противоположным знаком), полученные из конечно-
размерного скейлинга [15]. На вставке показаны при при-
веденные показатели Δq/q(1− q), а горизонтальная штри-
ховая линия соответствует однопетлевому результату Вег-

нера

ется на уровне 10%. В работе [8] продемонстрирова-
на крайне медленная сходимость корреляторов (3) к
термодинамическому пределу, так что систематиче-
ская ошибка для фрактальных размерностей может
достигать десятков процентов. Поэтому наблюдае-
мые отклонения от параболичности (рис. 3) заведо-
мо в пределах ожидаемого.

В режиме квантового эффекта Холла парабо-
личность спектра имеет место на уровне 10−3 и име-
ются теоретические аргументы в пользу строгой па-
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раболичности [17–19], основанные на связи с кон-
формной теорией поля. Тем не менее в работе [16]
утверждалось о существовании малых, но статисти-
чески значимых отклонений. Столь ничтожные от-
клонения выглядят неестественно ввиду отсутствия
в системе малых параметров. Более вероятно, что
эти отклонения связаны с медленной сходимостью
к пределу L → ∞, хотя результаты [8] в данном
случае непосредственно не применимы9).

Проведенное рассмотрение не применимо к так
называемой модели PRBM [1], в которой сильные
отклонения от параболичности получены аналити-
чески и подтверждены численным моделированием.
Эта модель соответствует неупорядоченной систе-
ме со степенным убыванием корреляций случайно-
го потенциала. Как ясно на примере ферромагнети-
ков с дальнодействием, подобные модели обладают
множеством патологических свойств, которые могут
проявляться в разных местах и требуют специаль-
ного анализа для их выявления. В данном случае
неясен вопрос, можно ли (и на каком масштабе) счи-
тать волновые функции статистически независимы-
ми, если случайный потенциал сильно скоррелиро-
ван во всей системе. Ответ же на этот вопрос необ-
ходим для установления справедливости «алгебры
мультифрактальности» (см. примечание 1).

Таким образом, использование «алгебры муль-
тифрактальности» [1, 2] приводит к параболическо-
му спектру аномальных размерностей и указывает
на то, что соответствие нелинейных σ-моделей с ис-
ходными неупорядоченными системами не является
точным.
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