
Распределение кондактансов в магнитном поле

И.М.Суслов
Институт физических проблем им. П. Л. Капицы РАН,

119334, Москва, Россия
E-mail: suslov@kapitza.ras.ru

Распределение кондактансов в магнитном поле описывается теми же уравнениями, что
и при отсутствии поля. Изменение магнитного поля не приводит к качественным эффек-
там в распределении кондактансов, но влияет на его количественные характеристики,
изменяя положение системы в пространстве трех параметров. В отличие от предыду-
щей работы описание квазиодномерных систем производится на основе обобщенного
уравнения ДМПК, а не из простой аналогии с одномерными системами; это позволило
уточнить сделанные утверждения и сделать их более строгими.

1. Введение

Как известно, кондактанс неупорядоченной си-
стемы является сильно флуктуирующей величи-
ной: его среднеквадратичная флуктуация в ме-
таллической фазе не зависит от размера системы
[1, 2] и сравнима со средним значением вблизи
перехода Андерсона; поэтому актуален вопрос о
его распределении W (g). Здесь и в дальнейшем
g = hG/e2 — безразмерный кондактанс, опреде-
ляемый полной проводимостьюG системы в кван-
товых единицах e2/h.

В недавней работе автора [3] на основе модифи-
кации метода Шапиро [4, 5] введено двухпарамет-
рическое семейство распределений кондактанса
W (g), которое находится во взаимно-однозначном
соответствии с распределениями кондактанса
квазиодномерных систем размера Ld−1 × Lz (d
— размерность пространства), характеризуемых
параметрами L/ξ и Lz/L (ξ — корреляционный
радиус). Исследование этого семейства позволи-
ло описать все существенные свойства распреде-
ления W (g), установленные в численных экспе-
риментах, и воспроизвести результаты для куму-
лянтных средних, полученные с помощью сигма-
моделей [6]. В основе подхода лежит уравнение
эволюции для функции распределения P (ρ) без-
размерных ландауэровских сопротивлений (ρ =
1/g) [7] для строго одномерных систем, из ко-
торых по определенной схеме строится d-мерная
система [4, 5]. На первый взгляд, обобщение ре-
зультатов работы [3] на случай наличия магнит-
ного поля не представляет проблемы: достаточ-
но использовать одномерное уравнение эволюции,

не предполагающее существовани инвариантно-
сти относительно обращения времени. Однако ре-
ализаци этой схемы (разд.2) приводит к двум
трудностям: (а) несоответствию по числу акту-
альных параметров, и (б) неправильной оценке
критического поведения для d = 2 + ϵ. Анализ
этих противоречий приводит к выводу (разд.3),
что они возникают из-за качественного различия
квазиодномерных и строго одномерных систем
при наличии магнитного поля. Замена одномер-
ного уравнени эволюции на обобщенное уравне-
ние Дорохова–Мелло–Перейра–Кумара (ДМПК)
[8] устраняет указанные трудности (разд.4). Вы-
вод уравнения эволюции для P (ρ) из обобщенного
уравнения ДМПК (разд.5) приводит к уравнению
той же структуры, что и в одномерном случае,
но с большим числом параметров и переменными
коэффициентами. Последнее объясняет причину
возникавших трудностей, но оказывается несу-
щественным при переходе к d-мерному случаю
(разд.6). В результате распределение кондактан-
сов в магнитном поле описывается теми же урав-
нениями, что и при отсутствии поля; при этом
один из несущественных параметров становится
существенным. Таким образом оказывается, что
изменение магнитного поля не приводит к каче-
ственным эффектам в распределении кондактан-
сов, но влияет на его количественные характери-
стики, изменяя положение системы в простран-
стве трех параметров. Этот вывод находится в
соответствии с результатами численных экспери-
ментов [9, 10].

2. Простейшая схема
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Рис. 1: Крупно-масштабные построения, исполь-
зуемые в схеме Шапиро: из кубических блоков
размера L составляются квазиодномерные систе-
мы длиной Lz, которые затем параллельно соеди-
няются, чтобы образовать d-мерный куб больше-
го размера.

Использованный в работе [3] подход осно-
ван на крупномасштабных построениях Шапиро
[4, 5], аналогичных преобразованиям Мигдала–
Каданова в обычной теории фазовых переходов
[11, 12]. Из b кубических блоков размера L состав-
ляется квазиодномерная система (Рис.1), после
чего параллельное соединение bd−1 таких систем
образует d-мерный куб большего размера. Квази-
одномерные системы предполагаются разделен-
ными диэлектрическими прослойками (Рис.1), но
при больших L их роль незначительна и схема
Шапиро выглядит вполне обоснованной.

Согласно гипотезе однопараметрического скей-
линга [13], свойства кубической системы разме-
ра L полностью определяютс параметром L/ξ.
Свойства квазиодномерной системы, составлен-
ной из кубических блоков, зависят от свойств од-
ного блока (L/ξ) и числа кубиков (Lz/L), так что
для кондактанса

g = F

(
L

ξ
,
Lz

L

)
. (1)

Полагая L равным межатомному расстоянию a,
получим, что распределение кондактансов W (g)
квазиодномерной системы соответствует некото-
рому распределению кондактансов строго одно-
мерной системы 1. Этот вывод согласуется с тем,

1 К обоснованности этого утверждения мы еще вернем-

Рис. 2: В одномерной системе трансфер-матрица
T̂ связывает амплитуды плоских волн слева и
справа от рассеивателя.

что известное уравнение эволюции для одномер-
ных систем [4, 14, 15, 16, 17]

∂P (ρ)

∂L
= α

∂

∂ρ

[
ρ(ρ+ 1)

∂P (ρ)

∂ρ

]
(2)

допускает двухпараметрическое обобщение [3]

∂P (ρ)

∂L
= α̃

∂

∂ρ

[
−γ(2ρ+ 1)P (ρ) + ρ(ρ+ 1)

∂

∂ρ
P (ρ)

]
,

(3)
так что параметры L/ξ и Lz/L уравнения (1) на-
ходятся во взаимно-однозначном соотношении с
параметрами α̃L и γ, определяющими уравнение
(3). Мы не пытаемся установить характер этого
соотношения для каких-то конкретных ситуаций,
а исследуем все множество распределений в це-
лом. Поскольку свойства квазиодномерной систе-
мы описываются уравнением (3) и в принципе из-
вестны, то переход к d-мерной системе не состав-
ляет проблемы: достаточно от P (ρ) перйти кW (g)
и найти распределение суммы bd−1 независимых
случайных величин с одинаковыми распределе-
ниями W (g). Эту процедуру можно произвести
в дифференциальной форме [3, 4, 5] и получить
уравнение эволюции, соответствующее d-мерной
системе (разд.6).

При описании одномерных систем каж-
дый рассеиватель удобно рассматривать как
"черный ящик, характеризуемый трансфер-
матрицей T̂ , связывающей амплитуды волн слева
(Aeikx + Be−ikx) и справа (Ceikx + De−ikx) от
него (Рис.2): (

A
B

)
= T̂

(
C
D

)
. (4)

Последовательное расположение рассеивателей
описываетс произведением тра- нсфер-матриц.

ся. Пока ограничимся тем, что оно является строгим в
рамках ортодоксального скейлинга работы [13].
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При наличии инвариантности относительно обра-
щения времени трансфер-матрица допускает па-
раметризацию [18]

T̂ =

( √
ρ+1 e−iφ −√

ρ e−iθ

−√
ρ eiθ

√
ρ+1 eiφ

)
, (5)

так что нужно рассматривать совместную функ-
цию распределени P (ρ, φ, θ) параметров, входя-
щих в (5). При перемножении большого числа
n трансфер-матриц распределение φ и θ обычно
стабилизируется, так что

Pn (ρ, φ, θ) = Pn (ρ)P (φ, θ) . (6)

Если распределение фаз является однородным
(P (φ, θ) = const), то справедливо уравнение (2),
тогда как в общем случае возникает уравнение (3)
с параметрами

γ =
1− 2A0

2A0
, α̃ = 2αA0, A0 =

⟨
sin2(φ− θ)

⟩
.

(7)
Из сказанного вытекает простой способ обоб-

щения описанной процедуры на случай наличия
магнитного поля. Для этого достаточно заменить
трансфер-матрицу (5) на более общее выражение

T̂ =

( √
ρ+1 e−iφ −√

ρ e−iθ+iζ

−√
ρ eiθ

√
ρ+1 eiφ+iζ

)
, (8)

справедливое без предположения об инвариант-
ности относительно обращения времени, и повто-
рить вывод уравнения эволюции (см. Приложение
1); в результате получается то же самое уравне-
ние (3) с параметрами

γ =
1− 2A0

2A0
, α̃ = 2αA0 , A0 =

⟨
sin2(φ− θ + ζ)

⟩
.

(9)
Таким образом, включение магнитного поля при-
водит к тому, что фаза ζ, строго равная нулю при
отсутствии поля, приобретает некоторое стацио-
нарное распределение; это изменяет коэффици-
енты уравнения (3), не меняя его структуры. Ис-
пользу результаты работы [3], приходим к выводу,
что и в d-мерном случае распределение кондак-
тансов описывается теми же уравнениями, что и
при отсутствии поля.

Однако, при ближайшем рассмотрении исполь-
зованная схема сталкивается с двумя трудностя-
ми. Во-первых, при наличии магнитного поля со-
отношение (1) заменяется на

g = FH

(
L

ξ
,
Lz

L
,
L

lH

)
, (10)

где lH = (ch̄/2eH)1/2 — магнитна длина. Полагая
L = a, получим, что при описании одномерных
систем должно быть три актуальных параметра,
а не два, как в уравнении (3).

С другой стороны, возникает проблема с оцен-
кой критического поведения корреляционного ра-
диуса ξ, приведенной в разд.5.1 работы [3] и пер-
воначально предложенной Шапиро [5]. Умножая
уравнение (2) на ρ и интегрируя, получим замкну-
тое уравнение для среднего значения ⟨ρ⟩, решение
которого

⟨ρL⟩ = 1
2

(
e2αL − 1

)
(11)

может быть переписано в виде масштабного пре-
образования, справедливого для одномерных си-
стем

⟨ρbL⟩ = 1
2

[
(1 + 2 ⟨ρL⟩)b − 1

]
. (12)

При параллельном соединении bd−1 одномерных
цепочек сопротивление уменьшается в bd−1 раз,
что дает масштабное преобразование d-мерной си-
стемы:

⟨ρbL⟩ = 1
2b

−(d−1)
[
(1 + 2 ⟨ρL⟩)b − 1

]
. (13)

Если уравнение (3) используется вместо (2), то
зависимость от γ пропадает и результаты (11–13)
остаются неизменными. В действительности при
параллельном соединении цепочек складывают-
ся средние проводимости, т. е. ⟨gbL⟩ = bd−1 ⟨gL⟩
вместо использованного соотношения ⟨ρbL⟩ =
b−(d−1) ⟨ρL⟩. Поэтому масштабное преобразование
(13) справедливо лишь для d = 2 + ϵ, когда рас-
пределение P (ρ) является узким и два указан-
ных соотношения в первом приближении совпа-
дают; при этом для критического индекса корре-
ляционной длины получаетс правильный резуль-
тат ν = 1/ϵ. Поскольку при наличии магнитного
поля по-прежнему справедливо уравнение (3), то
сохраняется и результат ν = 1/ϵ; однако, теперь
он является неправильным, так как должно быть
ν = 1/2ϵ [19, 20].

Таким образом, возникает странная ситуация:
использование схемы Шапиро при отсутствии
магнитного поля приводит к прекрасным резуль-
татам [3], тогда как при наличии пол она приво-
дит к очевидным противоречиям.

3. Анализ ситуации

Для анализа ситуации воспользуемся тем, что
критическое поведение для d = 2+ ϵ прямо связа-
но с эффектами слабой локализации и допускает
простую физическую интерпретацию.
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Рис. 3: Поведение функции β(g) в уравнении (14).

Согласно гипотезе однопараметрического скей-
линга [13], типичное значение кондактанса g под-
чиняется уравнению ренормгруппы

d ln g

d lnL
= β(g) , (14)

где β(g) = d−2 при g → ∞ и β(g) = ln g при g → 0.
Для d > 2 функция β(g) имеет корень gc (Рис.3),
который соответствует точке перехода Андерсо-
на; при этом критический индекс ν определяется
производной β-функции в точке gc

1

ν
= gcβ

′(gc) . (15)

При d = 2 + ϵ критическая точка находится в об-
ласти больших g, где справедливо разложение

β(g) = ϵ+
A1

g
+
A2

g2
+ . . . (16)

Нетрудно проверить, что при A1 < 0 имеем, со-
храняя в (16) два первых члена

ν = 1/ϵ (независимо от A1) , (17)

тогда как при A1 = 0, A2 < 0

ν = 1/2ϵ (независимо от A2) , (18)

т. е. в главном ϵ-приближении критическое пове-
дение определяется структурой разложения (16),
а не конкретными значениями коэффициентов.

При d = 2 интегрирование (14) с начальным
условием g = g0 при L = a дает в области боль-
ших g

g = g0 +A1 ln(L/a) , (19)

т. е. известную логарифмическую поправку тео-
рии слабой локализации. Ее существование сле-
дует из диаграммной техники [21], подтверждая

конечность и отрицательность A1. При наличии
магнитного поля логарифмическая расходимость
при L → ∞ обрезается на магнитной длине lH ;
отсутствие члена ∼ lnL означает обращение в
нуль коэффициента A1 и справедливость резуль-
тата (18).

Согласно качественной картине для слабой ло-
кализации [22, 20], главная квантовая поправ-
ка к классической диффузии связана с самопе-
ресечением траекторий, когда возможность про-
хода замкнутой петли в двух противоположных
направлениях делает неизбежной квантовую ин-
терференцию. Если диффузионную траекторию
представлять в виде трубки толщиной λ (λ —
дебройлевская длина волны), то вероятность са-
мопересечени определяется отношением объема
vFλ

d−1dt, заметаемого траекторией за время dt,
к объему (Dt)1/2 области, в которой траектория
с подавляющей вероятностью локализована в мо-
мент времени t (vF — фермиевска скорость, D —
коэффициент диффузии). Главная квантова по-
правка ∆g к классической проводимости g0 опре-
деляется полной вероятностью самопересечения,
получаемой путем интегрирования по t

−∆g

g0
∼

∫
vFλ

d−1(Dt)−d/2dt , (20)

и при d = 2 логарифмически расходится на
верхнем пределе (нижний предел интегрирова-
ния определяется временем между столкновения-
ми τ). Эта расходимость обрезается на масштабе
τL ∼ L2/D, приводя к логарифмической зависи-
мости от L.

При наличии магнитного поля амплитуды про-
хождения замкнутой петли в двух противопо-
ложных направлениях приобретают разность фаз
∆φ, которая становится порядка 2π при площади
петли порядка l2H . Для петель большего размера
квантовая поправка разрушается и логарифмиче-
ская расходимость при L→ ∞ обрезается на мас-
штабе lH . Тем самым мы имеем полную физиче-
скую картину, объясняющую эффекты слабой ло-
кализации и критическое поведение для d = 2+ ϵ.

В случае квазиодномерных систем замкнутые
петли оказываютс сильно вытянутыми (Рис.4) и
их площадь стремится к нулю в пределе строго
одномерных систем. Если представление о тра-
екториях с самопересечением в последнем слу-
чае сохраняется, то эффект разрушения кванто-
вой поправки магнитным полем полностью исче-
зает. Из сказанного следует непреложный вывод:
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Рис. 4: В квазиодномерных системах замкнутые
петли у траекторий с самопересечением становят-
ся сильно вытянутыми, а в пределе строго одно-
мерных систем их площадь стремится к нулю.

если при отсутствии магнитного поля различие
между квазиодномерными и строго одномерны-
ми системами не является принципиальным, то
при наличии поля оно приобретает качественный
характер.

Вернемся к возможности положить L = a в
формуле (1). В действительности универсальные
соотношения такого типа формируются на боль-
ших масштабах, а на масштабах ∼ a имеют неко-
торое переходное поведение. В предположении
неизменности функции F в формуле (1) можно
положить лишь L ∼ a, но не L = a. Если при от-
сутствии магнитного поля это различие не имело
существенного значения, то при наличии поля оно
становится принципиальным. Поэтому в послед-
нем случае функцию F в (1) нужно связывать не
с уравнением (3), а с уравнением эволюции, спра-
ведливым для квазиодномерных систем.

4. Обобщенное уравнение ДМПК

Аналогом уравнения (2) в квазиодномерных
системах являетс уравнение Дорохова–Мелло–
Перейра–Кумара [23]–[27], описывающее эволю-
цию диагональных элементов многоканальной
трансфер-матрицы.

Представляя квазиодномерную систему как на-
бор N связанных одномерных цепочек, можно
рассматривать ее как эффективный рассеиватель
и характеризовать трансфер-матрицей T̂ , связы-
вающей амплитуды волн слева (Ane

ikx +Bne
−ikx

в n-м канале) и справа (Cne
ikx+Dne

−ikx) от него
(Рис.5). Понимая амплитуды An как компонен-
ты вектора A и аналогично для других амплитуд,
можно написать векторный аналог соотношения
(4):(

A
B

)
= T̂

(
C
D

)
=

(
T11 T12
T21 T22

) (
C
D

)
,

(21)
в котором трансфер-матрица состоит из четырех

Рис. 5: Многоканальная трансфер-матрица T̂ свя-
зывает амплитуды плоских волн слева (An, Bn) и
справа (Cn, Dn) от рассеивателя.

блоков размера N × N . Она допускает парамет-
ризацию [25, 28]

T̂ =

(
u1 0
0 v1

) ( √
1 + λ

√
λ√

λ
√
1 + λ

) (
u 0
0 v

)
,

(22)
где u, v, u1, v1 — унитарные матрицы, а λ — диа-
гональная матрица с положительными элемента-
ми λi, которые в частности определяют проводи-
мость

gES =
∑
i

1

1 + λi
(23)

(в определении Эконому–Соукоулиса [29, 30]).
Уравнение ДМПК описывает эволюцию
их совместной функции распределени
P (λ1, λ2, . . . , λN ) ≡ P{λ} при изменении длины
системы L

∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

∂

∂λi

[
λi(1 + λi)J{λ}

∂

∂λi

P{λ}
J{λ}

]
,

(24)

J{λ} =
∏
i<j

|λi − λj |β ,

где β = 1 для ортогонального ансамбля (обычные
системы со случайным потенциалом), β = 2 для
унитарного ансамбл (системы в сильном магнит-
ном поле), β = 4 дл симплектического ансамбля
(системы с сильным спин-орбитальным взаимо-
действием); параметр α = 1/ξ1D имеет смысл об-
ратной корреляционной длины квазиодномерной
системы. Уравнение (24) получено из принципа
максимума энтропии (т. е. в предположении мак-
симальной случайности, совместимой с симмет-
рийными ограничениями) и идеологически близ-
ко к теории случайных матриц Вигнера–Дайсона
[31].

В строго одномерной системе имеем J{λ} = 1,
а λ совпадает с ландауэровским сопротивлением
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ρ, так что уравнение (24) переходит в (2). 2 Это
не является удивительным, так как (24) и (2) ос-
нованы на аналогичных предположениях (ср. [17]
и [24]). В работе автора [8] предложена более об-
щая форма уравнения ДМПК, переходящая в (3)
в одноканальном случае 3

∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

Kii
∂

∂λi
[−γi(1 + 2λi)P{λ} +

+ λi(1 + λi)Ji{λ}
∂

∂λi

P{λ}
Ji{λ}

]
(25)

Ji{λ} =
∏
j<k

|λj − λk|β
i
jk , βi

jk = 2Kjk/Kii ,

γi = (1−
∑
j

Kij)/Kii ,

где матрица Kij определяется усредненными
комбинациями от матричных элементов u и v.
Уравнение (25) сводится к обычному уравнению
ДМПК в металлическом режиме и обеспечива-
ет правильное обобщение (24) за его пределами.
Уравнение (25) имеет одинаковую структуру для
ортогонального и унитарного ансамбля, что поз-
воляет описывать системы в произвольном маг-
нитном поле.

Если поперечные размеры квазиодномерной си-
стемы достаточно малы, то ее каналы хорошо пе-
ремешиваются рассеиванием, и представляетс ра-
зумным приближение эквивалентных каналов, в
котором можно положить αKii = α̃, βi

jk = β,
γi = γ. Тогда уравнение эволюции описывается
трем параметрами α̃L, β, γ, которые находятся во
взаимно-однозначном соотношении с параметра-
ми L/ξ, Lz/L, L/lH , входящими в формулу (10). 4

Тем самым решается первая проблема из сфор-
мулированных в разд.2.

Нетрудно проверить, что решается и вторая
проблема. Положим α = 1/ξ1D и рассмотрим пре-
дел L/ξ1D ≪ 1, когда справедливо обычное урав-
нение ДМПК; тогда из (23), (24) легко видеть, что

2 При этом оно не содержит параметра β, различающе-
го ортогональный и унитарный ансамбли. Это согласуется
со сделанным ранее выводом, что строго одномерные си-
стемы "не чувствуют"магнитного поля.

3 Несколько менее общая форма уравнени получена ра-
нее Мутталибом с соавторами [32, 33, 34] и использовалась
в [35, 36] для описания распределени кондактансов.

4 Как показывает исследование уравнения ДМПК [27],
при большом числе каналов структура его решения не за-
висит от N . Формально она получается в пределе N → ∞,
L/a → ∞, Na/L = const, когда уравнение ДМПК воспро-
изводит диаграммные результаты.

кондактанс g определяется отношением L/ξ1D и
допускает разложение [37]

g = F

(
L

ξ1D

)
=
ξ1D
L

+B0 +B1
L

ξ1D
+ . . . (26)

Подставляя в (14), нетрудно получить разложе-
ние β(g) в квазиодномерном случае

β1D(g) = −1 +
B0

g
+

2B1

g2
+ . . . (27)

Если в качестве характерного значения g принять
его среднее ⟨g⟩, то согласно схеме Шапиро (Рис.1)
имеем

g
(d)
bL = bd−1g

(1)
bL . (28)

Положим b = 1 + ∆L/L, так что размер кубиче-
ской системы изменяется от L до L+∆L. Увели-
чение длины квазиодномерной системы описыва-
ется уравнением (14), а увеличение поперечного
размера — уравнением (28)

ln g
(1)
L+∆L = ln g

(1)
L +

∆L

L
β1D

(
g
(1)
L

)
, (29)

ln g
(d)
L+∆L = ln g

(1)
L+∆L + (d− 1)

∆L

L
,

откуда

ln g
(d)
L+∆L = ln g

(d)
L +

[
d− 1 + β1D

(
g
(d)
L

)] ∆L

L
(30)

так что в d-мерном случае β(g) = d − 1 + β1D(g)
и получается разложение (16) с коэффициентами

A1 = B0 , A2 = 2B1 . (31)

Коэффициенты разложения в (26) вычислены в
работе Маседо [37] при произвольных значениях
вигнер-дайсоновского параметра β:

B0 = −2− β

3β
, B1 =

12− 14β + 3β2

45β2
, (32)

что дает

A1 = −1

3
, A2 =

2

45
, (β = 1)

A1 = 0 , A2 = − 2

45
, (β = 2)

и обеспечивает правильную структуру разложе-
ния (16) и результаты (17), (18) для ортогональ-
ного и унитарного ансамбл соответственно. 5

5 В высших порядках по ϵ следует учитывать отличие
βi
jk от вигнер-дайсоновских значений.
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Вернемся еще раз к возможности положить L =
a в уравнении (1), где функция F имеет некото-
рое переходное поведение на масштабах порядка
a. Как указывалось в [3], это переходное поведе-
ние можно исключить в соответствии с анализом
Вильсона [11, 12], если специальным образом вы-
брать модель на малых масштабах. Из сказанного
выше ясно, что такая "идеальная"модель описы-
вается уравнением ДМПК с предельным перехо-
дом, указанным в примечании 4.

Таким образом, схема Шапиро оказывается
удовлетворительной при наличии магнитного по-
ля, если в качестве квазиодномерного уравне-
ния эволюции использовать обобщенное уравне-
ние ДМПК.

5. Уравнение эволюции для P (ρ)

Как обсуждалось в [3, 38], для правильного
определени проводимости конечных систем по-
лезно введение полупрозрачных границ, отделя-
ющих рассматриваемую систему от присоединен-
ных к ней идеальных контактов. При перехо-
де к пределу слабо-проницаемых границ возни-
кают универсальные уравнения, не зависящие
от способа исключения контактного сопротивле-
ния резервуара [39], которые затем можно экс-
траполировать к прозрачности порядка едини-
цы. Такое определение заведомо относится к изу-
чаемой системе (а не составной системе "обра-
зец+идеальные провода") и обеспечивает беско-
нечное значение проводимости для идеальных си-
стем [38]. В пределе слабо-проницаемых границ
масштаб всех λi возрастает и определение кондак-
танса (23) по Эконому–Соукоулису [29] становит-
ся эквивалентным определению

g =
1

ρ
=

∑
i

1

λi
, (33)

в котором проводимость каждого канала опре-
деляется по Ландауэру [7]. Для перехода от λi
к ρ введем набор угловых переменных {φ} =
(φ1, φ2, . . . φN−1) и положим

1

λi
=

1

ρ
fi{φ} . (34)

Для больших λi нетрудно показать, что

ρES = ρ+ ρ0 , ρ0 =
∑
i

f2i {φ} , (35)

откуда следует неравенство

0 ≤ ρ0 ≤ 1 , (36)

вытекающее из fi{φ} ≥ 0 и
∑

i fi{φ} = 1. Факти-
чески в зависимости от ситуации перекрывается
весь диапазон изменения ρ0: в металлической фа-
зе все λi одного порядка, так что fi{φ} ∼ 1/N
и ρ0 ∼ 1/N , что может быть сколь угодно мало
при большом числе каналов. В сильно локализо-
ваном режиме проводимость определяется одним
каналом, так что f1{φ} ≈ 1, fi{φ} ≈ 0 (i ̸= 1) и
ρ0 ≈ 1.

Замена переменных (35) аналогична переходу
xi = rfi{φ} от декартовых координат xi к сфери-
ческим, когда радиус-вектор r имеет размерность
длины, а углы φk безразмерны; при этом размер-
ность xi совпадает с размерностью r. Аналогично
этому удобно считать, что ρ является размерной
величиной, а λi имеют размерность ρ. Посколь-
ку при преобразовании производных размерность
всех выражений сохраняется, то результат пере-
хода к переменным ρ, φk в уравнении (25) может
быть выписан просто из соображений размерно-
сти

∂P

α∂L
=

[
a1{φ}ρ2 + a2{φ}ρ

] ∂2P
∂ρ2

+

+
[
a3{φ}ρ+ a4{φ}

] ∂P
∂ρ

+ a5{φ}P+

+
∑
k

[
bk{φ}ρ+ ck{φ}

] ∂2P

∂ρ∂φk
+
∑
k

gk{φ}
∂P

∂φk
+

+
∑
kk′

hkk′{φ} ∂2P

∂φk∂φk′
, (38)

где опущены члены с множителем 1/ρ. 6 Усредняя
по φk и устраняя производные по углам с помо-
щью интегрирования по частям, придем к урав-
нению

∂P (ρ)

∂L
= α

[(
C1ρ

2 + C2ρ
) ∂2P (ρ)

∂ρ2
+

+
(
C3ρ+ C4

) ∂P (ρ)
∂ρ

+ C5P (ρ)

]
. (39)

Для сохранения вероятности правая часть долж-
на иметь форму полной производной; включая C1

в перенормировку α, получим уравнение

∂P (ρ)

∂L
= α̃

∂

∂ρ

[(
Aρ+B

)
P (ρ) +

(
ρ2+Cρ

) ∂P (ρ)
∂ρ

]
,

(40)

6 Такие члены должны сократиться, так как они соот-
ветствуют вкладу P (ρ) ln ρ в квадратной скобке (40), для
существования которого нет оснований.
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имеющее ту же структуру, что и (3). Уравне-
ния становятс идентичными в результате следу-
ющих преобразований, проведенных в [3]. Неод-
нозначность в определении кондактанса, связан-
ная с исключением контактного сопротивления
резервуара [39], соответствует замене ρ → ρ− ρ0,
где ρ0 зависит от деталей определения. Эта за-
висимость становится несущественной в преде-
ле слабо-проницаемых границ, когда масштаб ρ
неограниченно возрастает, а ρ0 остается огра-
ниченным. Это соответствует замене во втором
члене в квадратной скобке (3)

ρ(ρ+ 1) −→ (ρ− ρ0)(ρ+ 1− ρ0) −→ ρ2 , (41)

приводящей к универсальному уравнению, не за-
висящему от ρ0, которое можно экстраполировать
к прозрачности порядка единицы. Аналогичная
процедура для первого члена в квадратной скоб-
ке (3)

2γρ+ γ −→ 2γρ+ γ(1− 2ρ0) −→ 2γρ+ τ0 (42)

осложняется неизвестным поведением второго
слагаемого в ходе указанной процедуры; поэтому
мы обозначаем его τ0, остерегаясь полагать рав-
ным нулю. Дальнейшее исследование показыва-
ет, что τ0 следует считать конечным из физиче-
ских соображений. Таким образом, реальная фор-
ма уравнения (3), используемая в схеме Шапиро,
имеет вид

∂P (ρ)

∂L
= α̃

∂

∂ρ

[
−(2γρ+ τ0)P (ρ) + ρ2

∂

∂ρ
P (ρ)

]
.

(43)
Аналогичная процедура, примененная к уравне-
нию (40), приводит к тому же результату, если
заметить, что константа C ограничена неравен-
ством 0 ≤ C ≤ 1 (см. Приложение 2) и не может
приводить к непредсказуемым эффектам.

В предыдущей работе [3] мы не считали пара-
метр τ0 существенным. Он возникает в результате
плохо определенной экстраполяции к прозрачно-
сти порядка единицы и определяет абсолютный
масштаб кондактанса, который в теории не кон-
тролируется. При наличии магнитного поля си-
туация меняется, так как в общем случае пара-
метр τ0 зависит от величины поля и должен счи-
таться существенным. Таким образом, уравнение
эволюции для P (ρ) определяется тремя парамет-
рами α̃L, γ, τ0, которые находятся во взаимно-
однозначном соответствии с параметрами L/ξ,
Lz/L, L/lH уравнения (10).

Если первая из двух проблем разд.2 таким об-
разом решается, то вторая проблема стоит по-
прежнему остро. Нетрудно проверить, что пре-
образование типа (13) не приводит к результату
ν = 1/2ϵ ни при каких постоянных значениях A,
B, C в (40). Однако, эти коэффициенты можно
считать постоянными лишь в случае, когда рас-
пределение P (ρ) близко к стационарному и рас-
пределение фаз φk успевает отрелаксировать. Но
в квазиодномерной геометрии стационарное рас-
пределение для P (ρ) никогда не достигается и па-
раметры A, B, C всегда содержат некоторую за-
висимость от L. При учете такой зависимости до-
биться результата ν = 1/2ϵ не представляет про-
блемы (см. Приложение 3).

Из сказанного ясно, что на уровне уравнения
для P (ρ) две проблемы, указанные в разд.2, ре-
шаются в результате более четкой формулировки
утверждений, сделанных в [3]. Однако, это требу-
ет некоторых предположений, которые в контек-
сте уравнения ДМПК выполняются автоматиче-
ски.

6. Переход к d-мерному случаю

Если уравнение эволюции для квазиодномер-
ной системы принимаетс в виде (43), то переход к
d-мерному случаю в схеме Шапиро не представ-
ляет проблемы. Уравнение для W (g), соответ-
ствующее (43), получается заменами P = g2W ,
ρ = 1/g [3]

∂W (g)

∂L
= α̃

[ (
2γg + 2g + τ0g

2
)
W (g) + g2W ′

g(g)
]′
g
,

(44)
после чего нужно найти распределение суммы
n = bd−1 независимых случайных величин с оди-
наковым распределением W (g): это осуществля-
ется путем перехода к характеристической функ-
ции F (t) =

⟨
eigt

⟩
и возведением ее в степень n.

Вместо характеристической функции удобнее ис-
пользовать преобразование Лапласа

F (τ) =

∫ ∞

0

e−τgW (g)dg ,

а указанную процедуру можно провести в диф-
ференциальной форме. Уравнение для F (τ), соот-
ветствующее (44), удобно записать для конечных
приращений

FL+∆L(τ) = FL(τ) + α̃∆L [ τ(τ + τ0)F
′′
L(τ) −

− 2γτF ′
L(τ)] . (45)
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Возводя FL(τ) в степень n = bd−1 и полага b =
1 + ∆L/L, получим в (45) дополнительный член
(∆L/L)(d−1)FL lnFL и окончательное уравнение
эволюции для d-мерной системы имеет вид

∂F (τ)

∂ lnL
= α̃L [ τ(τ + τ0)F

′′(τ)− 2γτF ′(τ) +

+ pF (τ) lnF (τ)] , (46)

где p = (d−1)/α̃L. Величина α̃L имеет смысл L/ξ
и эволюция по L при постоянном L/ξ приводит к
стационарному распределению, соответствующе-
му большим масштабам; при этом τ0, γ и p стре-
мятся к постоянным пределам и переменность ко-
эффициентов в квазиодномерном уравнении (40)
не имеет никакого значения. Уравнение (46) опи-
сывает переходный процесс при увеличении L от
атомного масштаба к масштабам порядка ξ, и ос-
новной интерес представляет его стационарная
версия; при этом параметр α̃L теряет свою акту-
альность и его роль переходит к параметру p. Та-
ким образом, стационарные значени τ0, γ, p нахо-
дятся во взаимно-однозначном соотношении с па-
раметрами L/ξ, Lz/L, L/lH уравнени (10), кото-
рые считаются постоянными при предельном пе-
реходе L → ∞. Поэтому ξ неограниченно возрас-
тает и все получаемые распределения относятся
к критической точке. Обычно под "критическим
распределением"в теоретических работах (напр.
[4, 5]) понимают распределение, соответствующее
значениям L/ξ = 0, Lz/L = 1, L/lH = ∞ (в ко-
нечном магнитном поле) или L/lH = 0 (при отсут-
ствии поля), что однозначно фиксирует значения
параметров τ0, γ, p для соответствующей размер-
ности пространства. Для больших, но конечных
размеров системы, достижимы любые значения
параметров L/ξ, Lz/L, L/lH .

Стационарная версия уравнения (46) подробно
исследовалась в работе [3]. Общим свойством рас-
пределения W (g) является существование двух
асимптотик — лог-нормальной для малых g и экс-
поненциальной при больших g, тогда как их ак-
туальность зависит от конкретной ситуации. В
металлической фазе распределение определяет-
ся центральным гауссовским пиком, а указанные
асимптотики относятся лишь к далеким хвостам.
В критической области лог-нормальное поведе-
ние распространяется на окрестность максиму-
ма и практически все распределение определяет-
ся двумя асимптотиками. При движении в лока-
лизованную фазу лог-нормальное поведение рас-

пространяется дальше и вытесняет экспоненци-
альную асимптотику в область далекого хвоста.

7. Заключение

Из сказанного ясно, что распределение кондак-
тансов в магнитном поле описывается теми же
уравнениями, что и при отсутствии поля; измене-
ние магнитного поля не приводит ни к каким ка-
чественным эффектам, но влияет на количествен-
ные характеристики распределения, изменяя по-
ложение системы в пространстве трех параметров
τ0, γ, p. Этот вывод находится в соответствии с ре-
зультатами численных экспериментов [9, 10]. Тот
факт, что изменение распределения действитель-
но имеет место, ясен из результатов для металли-
ческой фазы: магнитное поле изменяет как сред-
нее значение кондактанса (отрицательное магне-
тосопротивление [40]), так и его среднеквадратич-
ную флуктуацию [1, 2, 41] за счет подавления ку-
перонных вкладов.

В отличие от предыдущей работы [3] уравне-
ния эволюции для квазиодномерных систем уста-
навливаются на основе обобщенного уравнения
ДМПК, а не из простой аналогии с одномерны-
ми системами. Это позволило уточнить некото-
рые утверждения работы [3] и сформулировать
их более четко. Как и в предыдущей работе, мы
не ставили целью вычисление параметров τ0, γ,
p для каких-то конкретных ситуаций, а исследо-
вали все множество распределений в целом. Зна-
чения этих параметров могут быть установлены
путем вычисления нескольких первых моментов
кондактанса, что может быть сделано стандарт-
ными методами.

Приложение 1. Одномерное уравнение эволюции

Для установления общего вида трансфер-
матрицы заметим, что амплитуды падающих и
отраженных волн связаны S-матрицей рассеяни(

B
C

)
= S

(
A
D

)
=

(
r t′

t r′

) (
A
D

)
, (A.1)

определяемой амплитудами прохождения (t) и от-
ражения (r) при падении волны слева на рассеи-
ватель и аналогичными амплитудами (t′ и r′) при
падении волны справа на него. Условие унитарно-
сти S-матрицы дает

|r|2 + |t|2 = 1 , |r′|2 + |t′|2 = 1 , r∗t′ = −t∗r′ .
(A.2)
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Возводя последнее соотношение по модулю в
квадрат, получим, что |r| = |r′|, |t| = |t′| и элемен-
ты S-матрицы можно параметризовать в виде

r = |r|eiθ, r′ = |r|eiθ
′
, t = |t|eiφ, t′ = |t|eiφ

′
,

(A.3)
где фазы связаны соотношением

eiθ+iθ′−iφ−iφ′
= −1 , (A.4)

следующим из (A.2). Переписывая связь между
амплитудами (A.1) в виде (4), имеем

T̂ =

(
1/t −r′/t
r/t (tt′ − rr′)/t

)
=

=

(
|1/t|e−iφ |r/t| e−iθ+iφ′

|r/t| eiθ−iφ |1/t| eiφ′

)
. (A.5)

Вводя ландауэровское сопротивление ρ = |r/t|2
[7], полагая ζ = φ′ − φ и производя сдвиг начала
отсчета θ, приведем (A.5) к виду (8).

При увеличении длины одномерной системы от
L до L+∆L происходит перемножение трансфер-
матриц, T̂L+∆L = T̂LT̂∆L. Принимая форму (8)
для матрицы T̂L и полагая 7

T̂∆L =

( √
1+ϵ2 eiβ1 −iϵ eiβ2+iβ3

iϵ e−iβ2
√
1+ϵ2 e−iβ1+iβ3

)
,

(A.6)
где ϵ, β1, β2, β3 — малые случайные величины,
получим для параметра ρ̃, соответствующего мат-
рице T̂L+∆L, во втором порядке по ϵ

ρ̃ = ρ− 2ϵ
√
ρ(ρ+ 1) sinψ + ϵ2(2ρ+ 1) , (A.7)

где
ψ = θ − φ− ζ + β1 + β2 . (A.8)

Соотношение (A.7) отличается от формулы (A.2)
работы [3] лишь определением фазы ψ, поэтому
дальнейший вывод уравнения эволюции остается
неизменным и приводит к уравнению (3) с пара-
метрами (9).

Приложение 2. Неравенство для параметра C в
(40)

Если φ1, φ2, . . ., φN−1 — независимые перемен-
ные, то полага

1

λi
=

φi

ρ
, i = 1, 2, . . . , N − 1

7 Вид матрицы (A.6) выбран из аналогии с точечным
рассеивателем, позволяющей считать среднее значение ϵ
равным нулю [3].

1

λN
=

φN

ρ
, φN = 1− φ1 − φ2 − . . .− φN−1

(A.9)
и переходя от переменных λi к переменным ρ, φ1,
φ2, . . ., φN−1, получим для первого члена в пра-
вой части (38)[

ρ2
N∑
i=1

Kiiφ
2
i + ρ

N∑
i=1

Kiiφ
3
i

]
∂2P

∂ρ2
. (A.10)

Поскольку Kii ≥ 0 (см. формулу (34) в [8]) и 0 ≤
φi ≤ 1, то

N∑
i=1

Kiiφ
2
i ≥

N∑
i=1

Kiiφ
3
i ≥ 0 , (A.11)

что после усреднения дает C1 ≥ C2 ≥ 0 в (39) и
0 ≤ C ≤ 1 в (40).

Приложение 3. К оценке критического поведени

Умножая (40) на ρ и интегрируя, получим за-
мкнутое уравнение для ⟨ρ⟩

∂⟨ρ⟩
∂L

= a⟨ρ⟩+ b (A.12)

где a = α̃(2−A), b = α̃(C −B). Если положить

a = a0 + a1L , b = b0 + b1L (A.13)

то

⟨ρ⟩ = b0L+
1
2 (a0b0+b1)L

2+ 1
6 (a

2
0b0+a0b1+2a1b0)L

3+. . .
(A.14)

и при выборе a0b0 + b1 = 0 член порядка L2 об-
ращается в нуль, что для узкого распределения
эквивалентно исчезновению B0 в (26) и справед-
ливости результата (18).
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